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APPLICATION OF ELECTROGRAPHY 
IN ELECTRON MICROSCOPY 
AND IN LARGE-SCREEN TELEVISION: 
By 
PAUL SELENYI 


PHYSICAL INSTITUTE, LORAND EOTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST’ 
(RECEIVED : 1. XI. 1951) 


The author describes a new method for fixing the images produced in the electron 
microscope, which consists in replacing the photographic plate by a thin metal-backed insulating 
plate, e. g. a sheet of paper coated with paraffin, exposing the picture (for instance with 40kV x 
4 sec) and rendering the »invisible electric image« (produced by the charge of the cathode 
rays or by the secondary emission) visible by spraying it with a positively charged fine powder, 
e. g. lycopodium powder. Subsequently the author describes the antecedents of this experiment : 
the various methods of the »electrographic recording process« invented by him in 1928 and 
1935, and finally points out the applicability of electrography in the field of television for 
the production of large ‘screen images. 

The micrograms produced in an electron microscope can be observed 
visually on a fluorescent screen or when fixed photographically onto a photo- 
sensitive plate brought into the interior of the microscope, both methods being 
adapted from the technique of the cold-cathode oscillograph of Dufour, Gabor, 
Rogowsky. 

In 1928 I invented a new type of cathode ray tube, and a new 
method for obtaining permanent records of the path of the cathode ray spot 
in it [1], [2], [3], [4], [5], [6]. The new method — which I have named later 
»electrography« -— consisted in intercepting the cathode rays by an 
insulating screen, thus preserving the signals, curves, images etc. in the form 
of electrostatic charges imparted to the screen in varying density and distri- 
bution, and developing the invisible electric record by dusting over it with 
an »electroscopic« powder, i. e. with a fine powder, charged oppositely. — 
I would like to mention that this tube, as described in the patent specification 
quoted above, must not only be considered as the ancestor of the »storage« 
or »memory« tubes, but it incorporates also many other mnovations, for 
example the utilization of an inner conducting coating (an evaporated layer 
of metallic magnesium) as an accelerator and deflecting electrode. 

The first examples of the tube in question were produced simply. of glass- 
bulbs for incandescent lamps, and — as a curious feature — they contained. 
no separate screen at all. The cathode rays hit the inner surface of the glass- 


1 Preliminary report, presented to the Hungarian Academy of Science on the Session 
of the III. Class, December 12th, 1950. 
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bulb immediately and left their traces in the form of invisible electric curves, 
which were developed by spraying the outer surface of the bulb with lyco- © 
podium powder. Some simple oscillograms were taken with these tubes, and 
an interesting new type of electric figures (Lichtenberg-figures) produced by 
the diffusion of the eletric charges on the glass surface, were observed (2. and 
5.), but I was not given the possibility of developing my invention further 
than the first experimental stage. 

Fortunately in 1936 two Japanese physicists repeated my experiments 
with a Dufour-oscillograph and they succeeded in. obtaining perfect oscillo- 
grams up to a frequency of 10° cycle/sec, using ebonite plates as screens and 
lycopodium powder as developer[7]. Since then I have been convinced that 
the same method would prove itself successful in fixing the electronic images 
of the electron microscope too, but I was only given my first opportunity of 


realizing this idea in December 1950. The Figures 1 and 2 here show the 


Fig. 1. Electronic image of the preparation Fig. 2. The same as Fig. 1, magnification 
holder mash-screen, fixed by electrical char- about 200x. ‘i 

ges on paraffinated paper and developed by 

lycopodium powder. Magnification about 20x. 


images obtained in my first experiment, executed with the electron micro- 
scope of the Hungarian Academy of Science in the following manner: Sheets 
of black paper, by immersing in melted paraffin, were coated with same ; then 
pieces of the paper about 46 cm, backed by tin foil, were put into the elec- 
tron microscope, exposed (about 40 kV, 4 sec), taken out, and developed by 
spraying with lycopodium powder from a rubber ball. As can be seen, the 
images are rather sharp and they are positive ones, proving that the lyco- 
podium particles, which by the spraying become positively charged, adhere 
on the parts shadowed by the wires, where the paraffinated paper was not hit 
by any electron at all. This, on first sight surprising result can be explained 
simply as follows: At the voltage of 40 kV the factor of the secondary emis- 
sion of the paraffin is g eater than 1. Therefore the places on the paper bom- 
barded by the cathode rays become positively charged, they influence negative 
charges in the metallic base (in the tin foil), and the attraction of these negative: 
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charges causes the lycopodium-powder particles to adhere. (See Fig. 3.) Thus 
by this method we can examine the secondary emission of different insulating 
materials. By using finer powders and insulating screens of smoother 
surface, for example paper coated with black insulating varnish, we could, 
I think, also produce images as sharp as photographic ones. Perhaps it would 


Fig. 3. Distribution of the electrical charges and lines of force of an electrographical record. 
Sis taessg insulating sheet. m..... metallic base. 


be possible to develop the electrographic images (especially those fixed by 
_ positive charges, i. e. by ions) by evaporation instead of by dusting over, which 
process would supply images nearly free of any granulation. 

But all these experiments and possibilities would present, I think, a 
real interest not as much in electron microscopy, as in the field of television. 
Already, in the patent specification quoted above, I proposed the tube in 
question for the reproduction of images transmitted by means of electricity. 
(See p. 2, lines 48—90). In 1934 I invented a new method of electrography which 
can be performed with the aid of ions in atmospheric air instead of with elec- 
trons in vacuum, [8], [9], [10], [11], [12], [13] and in connection with above 
I proposed, for the production of large-screen’ images in television, a method 
similar to that of the intermediate film, but in which photography is substi- 
“tuted by electrography [14]. This would result in a reduction of the intolerably 
high cost of the intermediate film process to a negligible amount, and in a 
reduction of the time-lag inherent in the photographic process to a fractional 
part of a second, i. e. in an elimination of the time-lag in a practical sense. 

It is perhaps of some historical interest that already in February 1936 
when Prof. Schréter, Prof. Karolus, Dr. Knoll and Dr. Zworykin visited me 
in the Tungsram Research Laboratory, where I demonstrated the application 
of electrography in facsimile transmission and as an oscillograph, we discussed 
the application to television also, and both Prof. Schréter and Dr. Zworykin 
expressed a good opinion on the prospect of my proposals [15]. Since then 
15 years have elapsed. Again I was not given any opportunity to develop my 
inventions. But in course of time scientific and technical ideas become im- 
personal: storage tubes have been developed and xerography, a new method 
for the reproduction of images with the aid of electrical charges and electro- 
scopical powders, was invented [16]. Now I read in an article by I. G. Maloff 
»Optical Problems in Large-Screen Television«, Journ. Soc. Mot. Pict. Eng. 
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July 1948, on page 30 the following sentence: »Also the so-called »intermedi- 
ate« or »zwischen« film method has been proposed and tried in the early 
thirties in Germany, abandoned, and now is again under development in this 
country at the Radio Corporation of America and other laboratories«. I am 
firmly convinced today too that the intermediate film process has the best 
prospect as the final solution of the problem of large-screen television, suppos- 
ing that photography would be replaced by electrography in a convenient 
form, as described and proposed in my papers and patents quoted above. 
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NPHMEHEHWE 3JIEKTPOrPA®HH B 3JEKTPOHHOM MHKPOCKONHM VM B 
TEJEBH3HOHHOK ANMAPATYPE C BOJIbINMM NMPHEMHbIM 3KPAHOM 


Tl. Wenenu 
Pesiome 


ABTOp H3i[raeT HOBbIM MeTOL @UKCHpOBaHHsA OOpasy1OuHXCA B 3eKTPOHHOM MHKpoc- 
kone H300paxKeHHi. Bmecto doTorpapuyecko MiacTHHKH HCNOAb3syeTcA TOHKaA H3OHpy- 
joulas CT.HKa, MOKpbITas C3aH COeM MeTaJta, -— HallpHMep NOKpbITaA NapadvHom Gy mara. 
Ws00paxenve sKcnoHHpyetcs (Hamp. 40 KHOBONBT, 4 ceK.) H »HEBHAHMOe 9JIeKTpHyecKoe 
vs00paxKenne(, OOpas0BaHHoe 3apAfamH KaTOAHOH TpyOKn, T. e. BTOPHYHOM 9MHCcHeH, PenaeTcA 
BHAHMEIM (T.e MpOABJIselca) MPH NOMOWH NOMOKHTeIbHO 3apsx>KeHHOFO TOHKOFO nopouka, 
Halip. JHkKonoAHA. Jlanee aBTOp ONMCbIBaeT MpefwecTBOBAaBUIHe JaHHOMy OMBITy padoTHI, 
T. €. H30OpeTeHHbie HM B TeyeHHH 1928—1935 r. pasMUHble METOALI »3eKTporpadpHyeckon 


3allMCHé HM, HaKOHe, MOLYepKHBaeT MPHMeCHHMOCTh MeTOMa IeKTporpadHyeckow sac B | 


oOOMacTH TeeBHAeHHA, AIA MONy4YeHHA H300paxKeHHA KpynHoro macuiTaba NpHrosHBX AIA 
npoekuHH. 


MEASUREMENT OF THE ULTRAVIOLET 
ABSORPTION OF FLUORESCENT POWDERS 
| BY THEIR DIFFUSE REFLEXION 


By 
ZALAN BODO 
RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


| 
(PRESENTED BY Z, GYULAI. — RECEIVED: 15. XII. 1951) 


The diffuse reflexion of powders of homogeneous grain sizes gave suitable help in the 
jletermination of the absorption coefficient of several flourescent powders at 2537 and 
3650 A excitation. 

For willemites containing Mn and Fe it was found that the absorption coefficient for 
2537 A is a linear function of both the Mn and Fe concentration, and the absorption of Fe 
is appr. twice as great as that of Mn. 3650 A is absorbed substantially only by Fe. 

For halophosphates containing Sb and Mn it was found, that the absorption coefficient 
for 2537 A is a linear function of the Sb content, the Mn is non-absorbing. 3650 A is absorbed 
only slightly by Sb and more strongly by the Mn. 

; The absorption coefficient of the host lattice was slight in both cases. 

For willemites and halophosphates the absorption coefficient was found to be temperature 
independent. For cadmium borate activated by manganese it changed, however, between 
—100 C° and +300 C° by a factor of ten. 


I. Introduction 
As already reported in a previous communication [1] it was possible 
to devise a procedure, whereby from the diffuse reflexion of powder layers 
with homogeneous grain size the absorption coefficient could be calculated. 
This method was adapted in the following course of the investigations, the 
results of which are summarized briefly in this paper. 


II. Absorption coefficient of willemites containing various amounts of 
manganese and iron for 2537 A 

The absorption coefficient was determined for 16 samples, each contain- 
ing different amounts of manganese and iron. The chemical composition of 
‘the willemites was the following: 60 parts Zn0, 40 parts Si0, and the necessary 
amounts of the activator and killer were fired for 1,5 hours at 1250° C. The 
quantity of activator and killer resp. which remained in the material after 
‘the firing was determined by chemical analysis. The absorption coefficients 
calculated from the diffuse reflexion of homogenous samples are compiled in 
‘Table I. The absorption coefficient seems to be linearly dependent both on 
‘manganese and iron concentration according to the following rule : 


jem = 20 + 600 Cyn + 1200 Cre, 


“where Cyn, Cz, denote the concentration of manganese and iron resp. in weight 
_percent The values calculated from the above equation and the relative dif- 
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ferences between measured and calculated absorption coefficients are also 
indicated in Table I. Regarding the difficulty of the measurements and the 
approximate nature of the calculations involved, the agreement between mea- 
sured and calculated values is quite satisfactory. : 


The above results show first that the absorption coefficient increases 
linearly with both the manganese and iron content, secondly that the absorp- 
tion of the host lattice is negligibly small for uncontaminated materials. The 
absorption of the 2537 A ultraviolet takes place almost exclusively on the manga- 
nese centres (in the immediate surroundings of the manganese ions). It was 
also revealed, that the absorption due to the iron is only twice as great as that 
of the manganese. The killing effect of iron therefore cannot be explained 
entirely by a concurrent absorption (i. e. the amount of ultraviolet absorbed 
by iron cannot reach the mangauese centres). For sample 16. e. g. 60% of 
the exciting radiation is absorbed by the manganese, the brightness, however, 
being only 7% of the uncontaminated. specimen.! 


III. Absorption coefficient of willemite for 3650 A 
Table I contains the absorption coefficient for the same samples at 3650 Ae 


The results can be thus summarized : 
p/em = 10+ 10 Cyp, + 620 Cr. 


Both low values, the absorption of the host lattice and that of the manga- 
nese are very uncertain, only their order of magnitude may be safely inferred. 
These investigations have, however, revealed the significant feature that in 
proportion to the slight absorption of manganese, the concurrent absorption 
of iron was greatly increased. The slight quantum efficiency of willemites for 
3650 A excitation is therefore very probably caused by the slight absorption 
of the manganese; which greatly enhances the relaiive absorption of any contamina- 
tion present. There is another point still uninvestigated, namely whether an 
energy transfer does or does not take place between host lattice and activator. 


IV. Absorption coefficient of halophosphates containing various amounts 
of antimony and manganese 


Six different samples were investigated, four of which contained various 
amounts of antimony. The remaining two contained manganese of appr. opti- 


mum_ concentration. The chemical compositions and the results are contained 
in Table II. 


1 This matter will be dealt with fully in a forthcoming paper of E. Nagy and Z. Bodo. 
? The exciting radiation was furnished in this case by a medium pressure mercury 
vapour lamp with Corning 5874 filter, which transmitted only between 3200 and 4500 A, 


‘the line at 3650 A having the greatest intensity. This excitation will be termed for the 
following as 3650 A excitation. 
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For 2337 A the results can be expressed thus : 
p/em = 59 + 320 Csp- 


The experiment has shown that the absorption of the host lattice 1s 
again small in relation to that of the antimony centres. The absorption takes 
place therefore again on the Sb (or in its surroundings). It is interesting to 
remark, that the added manganese does not increase the absorption. Sample 
5. did not contain antimony and did not luminesce under 2537 A excitation 
whereas under cathode ray excitation it gave the well known orange manganese 
emission. It can be concluded therefore that in halophosphates activated by 
antimony and manganese, the absorption of the excitation is caused by the 
antimony and a part of this energy is transferred somehow to manganese 
emission centres. 

For 3650 A excitaiton the absorption coefficient is given-by 


p/em == + 4,6 Csp + 10 Cnn 


The relative errors in the determination of are here greater owing to 
the small absolute values. It can be established, however, that the absorption 
of antimony here is remarkably less than at 2537 A and that there is some 
absorption of manganese (in fact a greater one than that of antimony). This 
can explain the experimental fact. that for short wave-lenght ultraviolet the 


-100 100 200 300 


Fig. 1. Measured diffuse reflexion of cadmium borate as a function of temperature. 
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luminescence emission is almost white (emission both in the Sb-band: (2,55 
eV, and in the Mn-band: 2,07 eV), for the near ultraviolet, however, the 
‘emission is a faint orange (only in the Mn-band). 

V. Temperature dependence of the absorption coefficient at 2537 A 


The temperature dependence of the diffuse reflexion was determined 
between —100° and +300° C 


For the willemites and halophosphates it was found that the diffuse 
reflexion, and therefore the absorption, does not show temperature depen- 


dence. (Some slight differences could be established for halophosphates, but 
these were within the limits of error.) 


A, strong temperature dependence was found however, for another 
luminescent material. Cadmium borate activated by manganese has a red 
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Fig. 2. Calculated diffuse reflexion of cadmium borate 
as @ function of grain size and absorption coefficient. 
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emission, with a maximum of appr. 1,98 eV. The temperature dependance 
of the diffuse reflexion was measured for two grain sizes (a, = 2,5 41; ap = 10). 
(See Fig. 1.) , 

By assuming a = 0,047 [1] the diffuse reflexion was calculated as func- 
tion of wa. (Fig. 2.) This master curve has enabled us to plot log wa versus 
1000/T. (Fig. 3.) Both curves (for the two grain sizes) must run parallel at a 
distance of log a, — log a, = 0,6 from each other. 

This requirement is satisfactorily fulfilled. Besides it is shown that the 
absorption coefficient is changed by a factor of ten in the temperature inter- 
val investigated, being 170 cm™ at —100° C and 2400 cm™ at 300° C. Cad- 
mium borates were investigated previously by Kréger [2], who arrived qualitati- 
vely at the same result. This decrease of the absorption toward lower tempera- 
ture is most probably the explanation of the efficiency decrease in this region. 
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for two grain sizes (a) of cadmium borate. 


Fig. 3. log wa as a function of 


10 


The temperature dependence of the absorption coefficient is undoubtedly a 
phenomenon of major importance, which is worthy of further thorough studies. 

The author wishes to express his thanks to Dr. E. Makai for the prepara- 
tion of the fluorescent materials and to Dr. A. Schneer for the chemical ana- 


lyses. 


Z. BODOG 
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TABLE I 
! 
Chncentration® ©! Absorption coefficient 
of activator | 2 ee re 
and killer for 2537 A for 3650 A 
Sample = : 
= Meas- Caleu- Diffe- Meas- Calcu- Diffe- 
Mn Fe | ured lated rence ured lated rence 
% % /em /em % /em /em % 
| 
1 0,005 0,005 | 33 295> +14 12 13 +3 
2 0,064 0,003 51 62 —18 13 13 0 
3 0,22 0,003 150 156 — 4 14 14 0 
4 1,01 0,003 590 630 — 6 20 22 —9 
5) A 5,00 0,002 2300 3000 —23 59 61 — 3 
6 0,003 0,024 63 51 +24 27 25 +8 
iz 0,068 0,014 80 78 +3 17 20 —15 
8 1,1 0,019 780 700 +11 36 33 +9 
9 0,74 0,04 620 510 +22 51 42 +21 
10 1,1 0,045 670 730 — 8 54 49 +10 
11 0,001 | 0,1 170 | 140 +21 73 72 +1 
12 0,46 | 0,17 540 | 500 +8 91 119 —24 
5 0,74. 0,08 560 560 0 P50) 67 —25 
14 0,08 0,75 690 920 —25 490 | 475 + 3 
[Soa 0,64 0,44 850 930 —9 363 | 289 +25 
16 1,2 0.4 1200 1200 0 334 270 +16 
| 
TABLE II 
; Absorption coefficient 
Concentration 
of activators for 2537 A for 3650 A 
Sample 
Mea- Caleu- Diffe- Mea- Caleu- Diffe- 
Sb Mn sured lated rence sured lated rence 
% Wie /em /em % /em /em % 
] — — 59 59 — 5,9 5,0 +18 
2 0,6 — 260 241 + 8 i. 7,8 — 6 
3 0,9 — 365 347 + 9 9,2 9,1 + 1 
4 2,8 — 880 954 — 8 17,8 1:9)" | Se 
5 — 0,5 56 —_— —- 10,7 10,0 + 7 
6 0,9 0,5 300 347 —13 14,0 14,1 — 1 
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HM3MEPEHHE YJIBTPA®HOJIETOBOrO NOP IOMEHHA &TYOPECHEHTHBIX 
NOPOWKOB MPH NOMOMM JM@ey3HOHHOrO OTPA)KEHHA 


3. Bogo 
PESIOME 


IipH nomowH pubpysHoHHOTO OTparxKeHHA OAHOPOAHbIX MO 3ePHHCTeCTH MOpOUIKOB 
ONpefeneHH KosphHUHeHTE! aOcopOuHA pa3sJHIHEIX dlyopeckeHTHEIX NOpOMIKOB fA y IbTpa- 


| @HonetopHx nyse ¢ anHHOK BomHE B 2537 A u 3650 A. 


B cny yae BusmemuTa, conep»xKamero Mn u Fe, oOHapy KKH, ITO pH 2537 A KoapunHeHt 
ABIAeTCA JHHeiHOK pyHkunel copepyxanua Mn u Fe, rge Fe qaeT NpHMepHo B [Ba Oonbuee 


norsomeHve, 4uemM Takoe %Ke KomHYecTBO Mn. 3650 A norsomaetca B 3HayHTeABHO mepe 
wb Fe-om. 


B cnyyae rato mochata, copepxamero Sb u Mn, np 2537 A koapuuneut aSbcop6qun 
ABIAeTCA JHHeHHOK dyHKuHe copepxaHHa Sb, a Mn He aGbcopOupyer. 3650 A aGcop6up- 


| yetcsa Sb-om oveHb mioxo Mn-om -a6copOupyetca yoKe HeCKOJbKO Jy 4ule. 


= ee 


IIpu 2537 A aGcop6mHa ocHoBHOM pemeTKH y O6oHX BemlecTB O4eHD Mana. 

Kak B cily4ae BHJIemHTa, Tak H B Cy 4ae dochata npr 2537 A koopuuuent a6copouun 
He 3aBHCHT OT TemMepaTypb; OfHakO B CJly¥ae aKTHBMpOBaHHorO c Mn-om Oopata KaqMHA 
Koe@pHuHeHT adcopOunH mexpzy — 100° C u + 300° C H3meHHuIca B AecATb pas. 
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ZUR THEORIE DER DIELEKTRISCHEN 
RELAXATION IN DIPOLFLUSSIGKEITEN 
| Von 
A. BUDO 


| PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT, SZEGED 
(EINGEGANGEN: 31. XII. 1951) 


Die Debye—Rammsche Theorie der dielektrischen Relaxation in (reinen) Dipolfliissig- 

Hae die die Wirkung der. Umgebung auf das kugelformig angenommene Molekiil durch 

der Behinderungsenergie E beriicksichtigt, wird einerseits auf ellipsoidférmige 

Molekiile, anderseits auf Molekiile, die zwei frei drehbare Dipolgruppen mit gemeinsamer 

Drehachse besitzen, erweitert. Das mittlere Dipolmoment des Molekiils wird in beiden Fallen 

durch eine Summe von Debyeschen Gliedern dargestellt, und die Verteilung der Relaxations- 
zeiten fiir kleine und grosse Werte von E/kT bestimmt. 


Die vereinfachenden Annahmen der urspriinglichen Debyeschen Theorie 
der dielektrischen Relaxation in Dipolfliissigkeiten [1] kénnen in zwei getrennte 
Fragestellungen geschieden werden [2]. Die eine bezieht sich im wesentlichen 
nur auf das einzelne Molekiil : als Modell wird die Kugel mit starr verbundenem 
Dipol gewahlt, wodurch die spezielle Struktur des Molekiils unberiicksichtigt 
bleibt. Die andere betrifft die Wirkung der Umgebung auf das Molekil: fiir 


das innere Feld wird die Lorentzsche Annaherung [% = € + os §§] angenom- 
3 


men, die der Dipol-Dipol Wechselwirkung nicht Rechnung tragt, sodass sich 
die Theorie im allgemeinen nur auf verdiinnte polare Lésungen anwenden 
‘lasst. 

In Verbindung mit der ersten Annahme wurde die urspriingliche Theorie 
in mehrerer Hinsicht verallgemeinert : auf ellipsoidférmige Molekiile [3], auf 
Molekiile mit einigen (frei, oder gehindert) drehbaren Dipolgruppen [4], und 
auf solche mit vielen inneren Freiheitsgraden [5]; die Messungen haben die 
Resultate bestatigt [6], [7], [2]. Was die andere Voraussetzung betrifft. 
sind zur Erweiterung der Theorie auf reine polare Fliissigkeiten zwei Wege 
eingeschlagen worden. Debye hat als Erginzung des Lorentzschen inneren 
i Feldes die Wirkung der Umgebung auf das Molekiil durch eine potentielle 
q Energie —E cos (u,E’) beriicksichtigt [8], die jedes Dipolmoment p gegeniiber 
- einer durch die augenblickliche Anordnung der Nachbarmolekiile bestimmten 
_ Achse E’ besitzt (die Grésse E ist die sog. Behinderungsenergie). Onsager [9] 
4 und Kirkwood [10] haben dagegen das innere Feld unter direkter Einbeziehung 
der molekularen Wechselwirkungen auf Grund der Elektrostatik und Sta- 
; tistik neu berechnet. Ein kritischer Vergleich der zuerst fiir den statischen 
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Fall entwickelten Theorien von Debye und Onsager wird von Frank [11] gegeben 
(der auch Einwande widerlegt, die gegen die Debyesche Theorie erhoben worden 
sind). Auf die Relaxationserscheinungen wurde die Debyesche Theorie von 
Debye und Ramm [12], die Onsagersche von Cole [13] erweitert. (Die Ver- 
allgemeinerung -der statischen Theorie von Kirkwood auf zeitlich veranderliche 
Felder steht noch aus.) In den systematischen Relaxationsuntersuchungen von 
Fischer [14] werden beide Theorien diskutiert und bei der Auswertung der 
Messergebnisse zugrunde gelegt. Die Anwendbarkeit der Debye—Rammschen 
Theorie ist aber durch das benutzte Kugelmodell eingeschrankt, da — wie 
Messungen und Theorie zeigen — die Molekiilgestalt und das Vorhandensein 
polarer Gruppen im Molekiil die Relaxationserscheinungen auch in verdiinnten — 
polaren Lésungen merklich beeinflussen [6], [7]. Gerade mit dem Ziel, durch | 
die Beriicksichtigung der Form und der Struktur des Einzelmolekiils auch — 
den Einfluss der Umgebung (im Bilde der Debyeschen Auffassung) genauer 
hervortreten zu lassen, scheint es uns erwiinscht, die Debye—Rammsche 
Theorie auf ellipsoidférmige Molekile und auf Molekile mit drehbaren Dipol- 
gruppen zu erweitern. 


I. Ellipsoidférmige Molekiile. Die quantitative Behandlung der Relaxations- 
erscheinungen im hochfrequenten elektrischen Felde F = Fye'®' griindet sich 
bekanntlich auf die Berechnung des mittleren Dipolmomentes 


f wcos(u,F) fdQ 


m = > (1) 
ffae 
mit dem man unter der Annahme der Clausius-Mosottischen Beziehung 
e—1 _ 4nN (« +=) (2) 
e+2 3 F 


(N ist die Anzahl der Dipolmolekiile pro cm, a die statische Polarisierbarkeit, | 
e = e'—vie” die komplexe Dielektrizitatskonstante) die fiir die Dispersion und | 
Absorption massgebenden Gréssen e’ und e” als Funktionen der Kreisfrequenz 
@ angeben kann. Die in (1) vorkommende Verteilungsfunktion f (fdQ ist die 
Anzahl] der Molekile, deren Moment y in der Zeit t im Raumgebiet dQ ent- 
halten ist) geniigt im Falle von kugelférmigen Molekilen der Differentialgleichung 
der Diffusion [12]: 

a kT 


liy..gs § 
a Af +5 div (fered u), (3) 
die besagt, dass f einerseits durch die Brownsche Drehbewegung, anderseits 
durch die auf die Dipole wirkenden Krafte mit dem Potential u geandert wird. 
(Die Reibungsgrésse g ist — unter der Annahme des Stokesschen Gesetzes 


der Reibung einer Kugel vom Radius a in der Flissigkeit von der Zahigkeit 7 — 
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gleich 8xaya°.) Im Falle von ellipsoidférmigen Molekiilen tritt an die Stelle 


hae : KT, 4 
des »Diffusionskoeffizienten« D = — ein Tensor D mit den Hauptwerten 
0 


kT kT kT 
D = 5 D = —9 D. See, 4 
1 : 2 ee a (4) 
die den Drehungen um je eine Hauptachse des Ellipsoids (mit Reibungsgréssen 
Q,> Qp> Q-) entsprechen. An die Stelle von (3) tritt dann die allgemeinere 


Gleichung [5]: 


pL, div (D grad f) + a div (Df grad u) , 
Ot kT 


oder, in geeigneten Koordinaten xi, x2, ..., mit der tiblichen Schreibweise 
der Tensorrechnung (Summierung uber doppelt vorkommende Indizes) : 


Shen Cel eon ota? len SY\\ 
Ot Ve Oxe [Vs Vaxt a kT. ax | ) 


Hier ist u, dem erwahnten Debyeschen Ansatze entsprechend, die Summe 
der von der Wirkung der Umgebung herrithrenden Energie —E cos (pu, E’) und 
der potentiellen Energie des Dipols im dusseren Felde F, d.h. 


u = — E cos (yp, FE’) — pF cos (pu, F). (6) 


Das Feld F habe die Richtung der Z,-Achse eines raumfesten K oordinaten- 
systems ; in diesem sei die Richtung E’, die mit der Z'-Achse eines X’Y’ Z’- 
Systems zusammenfallt, durch die Winkel 9, ® charakterisiert. Die Lage des 


Fig. 1. 
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molekilfesten XYZ-Systems, dessen Achsen die Hauptachsen des Ellipsoides 
sind, sei in Bezug auf das X’Y’Z’-System durch die Eulerschen Winkel 6, y, 
bestimmt (Figur 1); die Richtungskosinusse von gegen die Achsen X, Y, Z 


werden mit o,f, y bezeichnet : - 
a=, pet ya fk. (7) 
pe be a 


© und © werden vorlaufig als feste Werte betrachtet (iiber die spater gemittelt 
wird), die Koordinaten sind ¢, y, p: 

xi— 9, x= wp, =p. (8) 

Die Tensorkomponenten D®™ in (5) kénnen aus den Hauptwerten (4) 

und aus denjenigen Transformationsbeziehungen bestimmt werden, die zwischen 


den Drehungen da, ,da,,daz um die Hauptachsen des Ellipsoides und den 
Differentialen di, dy, dp bestehen. [Wenn wir diese wohlbekannten Beziehungen 


dt = cos pda,—singda,, dy = ——~(sing da, + cos p das), 
sin Uv cs (9) 


dp = — ctg i (sin p da, + cos m day) + dag 


3 3 
: " . i 
in der Form dx” = S‘a?da; zusammenfassen, dann ist D°* = > ala; D,. 


tml 1=1 
Es ergibt sich: 
2 in? 
pi = kr (£2 © 4 sin ale 
Qa Qb 
p¥ = pa kr (L— a piercer. 
Ca =s«D sind - 
n2 ae 
D2 =kT a (=e Eee ay 
sin? 0 Ca Ob 
: (10) 
0 sin? cos? 
D238 = Pst fe © 5 SO ae vn 
B ‘an sin? 0 ( Qa id Op ) 
-n2 Yom 
, D8 =kT [ete p22 Py cos P) +. =] : 
Ca Qb Qc 
1 1 
D1 = D*® — —kT |— — —] ectgd sin m cos o, 
(= — Gy) ete? sin pcos » 


ferner /g = sin 6. Fir die potentielle Energie u in (6) findet man. unter 
Anwendung der Satze der spharischen Trigonometrie den Ausdruck : 
U = Up + ue! , Up = — E [sin 0(a sin p+ f cos y) + y cosd J, 
u,; = — pF) {cos @ [sind (a sin p + f cos y) + y cost] + (11) 
+ sin © [cosd sin y(a sin » + £ cos ¢) — cos p(a cos p — 
— B sin y)— y sind siny] }. 
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Mit (8), (10) und (11) ist die Form der Differentialgleichung (5) bestimmt. 
Zur Lésung macht man den Ansatz : 


f=fo t+ fie ; (12) 
3 Ug 
hier ist fy = Ce «rT die Boltzmannsche Verteilungsfunktion fiir den statischen 


Oo 
Fall, also f, geniigt der Gl. (5) (mit a 0 und u=uy). Wenn man dies 
| 2 4 2 
beachtet und die bei den rae Feldstarken sehr kleinen (mit (Fs) 


proportionalen) Glieder fis —— vernachlissigt, dann — sich fur f, die 
| Gleichung : 
weer ee Af, iiiafibOtly ye fy Ou 
laf —— | gper bears Pr gr ogc l 8 wee oi 13 
fs Vg axe ce Oxt kT Oxt = kT ssid oy. 


Bei der weiteren Betrachtung dieser Gleichung beschrinken wir uns aus 
spater zu erwahnenden Griinden auf das Modell des Rotationsellipsoides, durch 
das schon die Gestalt vieler Molekeln einigermassen angenahert werden kann. 
Wir wahlen die Z-Achse zur Symmetrieachse und setzen : 


Q 
=10, =0, oy SS — rs 
B Qa 26 Z Oc (1 4) 
das Verhaltnis der Behinderungsenergie zur thermischen Energie kT sei mit y 
bezeichnet : 


y= 5. (13) 


; kT 
Nach der Ausfiihrung der erwahnten Substitutionen schreibt sich die Gl. (13) 
in der Form: 


Se f= Dil + YHLA] + C(o.v.9) (16) 
mit 
_ df, , cosd af, cos? 0 oh NOONE ae Ps 
‘' Alal= 00? + sind 00 + (r + ‘sin? 0 ) Op + sin?) dy? (17) 
4 cos 0 0*f, 
' vi rege dey ap” 
: H[fi] = y(2 cosd - f, + sino SY rel i 1) sind - f,— 
— cos U ey sin p — ( rsi Je os wget (18) 
t 
} cos 0 Has 
| ce sin 0 pe eh | 


und 


2 Acta Physica 
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G( 2,y.9) = oe ey (y cost +asind sin @) [cos Of 2y cosd + a(r + 


+ 1)sindsin p—y[y? sin? 0 + a%(cos?d + r sin? d cos? ») — 

— 2ay sin bcos 0 sing]}—sin of [a(r+ 1) cosp+ y(a2r sin 0 sing cos p + 
+ ay cos i cos )] cos p + [2y sind — a(r + 1) cos dsin g + 

+ y(y?sin 0 cos 0 a2,(r cos? —1) —ary(cos? # — sin? 9) sin g) |sin yp \] = 


uFy 
kT 


[cos 9 - A(#, g) — sin e@- B(4, y.9)]- (19) 


Die Gl. (16) kann prinzipiell folgendermassen gelést werden. Man bestimmt 
die Eigenwerte A, und Eigenfunktionen X,, der Gl. 


D[X] + yH[X] =—4X%, (20) 
entwickelt die bekannte Funktion G nach den X,,: 
G — P38; Cra ° (21) 
und geht mit dem Ansatz 
fr = DAnXn (22) 


in (16) ein; es folgt dann: 


An= i RL (23) 
1@0Q 

An ae C= 

kT 


Wegen der Kompliziertheit der Gl.-en (16), bzw. (20) kommen praktisch nur 
Naherungsldsungen in Betracht, fair entsprechend kleine und grosse Werte von y. 


a) Im Falle von kleinen y wird das Glied yH[X] im (20) als Stérung 
betrachtet, d.h. man geht von der Gl. 


D[U]+auU=90 (24) 
aus. Diese ist (von der physikalischen Bedeutung von r und A abgesehen) mit 


der Wellengleichung des symmetrischen Kreisels identisch [15]. Die Eigen- 
werte und die (unnormierten) Eigenfunktionen sind : 


Amnp = JG +1) + n(r—1), (25) 
d s 
Umnp = x21 — x)?F(—p.1 + d+s+p,1+d,x) ei(ng+my) ; (26) 


hier sind m,n = 0, + 1, + 2,.-+3 p=0,1,2,...; d= lm—n|,s= |m+ nl, 
j =p +t die gréssere der Zahlen d und s; x = spl — 208 o), und F(—p.-.- FI 


| 
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bedeutet die Jacobischen Polynome. (Es sei hier erwahnt, dass im Falle des 
allgemeinen Ellipsoides an die Stelle von (24) die Wellengleichung des asymme- 
irischen Kreisels trate und das ganze Problem zu viel umstandlicheren Rech- 
nungen fiihrte.) 


Bei der Ausfiihrung der Stérungsrechnung ist es anstatt der nach (20) geschilderten 
Methode zweckmissiger, gleich die Gl. (16) zu behandeln. Mit dem Ansatz 


Fe [cos @ - P(8.g)—sin © - Q(0.9.¥)] (27) 


h= kT 


zerfallt (16) in die zwei Gleichungen : 


wP = D[P] + yH[P]+ A (28a), wQ = D[Q] + yH[Q] + B, (28b) 
mit 
w= ae (29) 


Die Ausdriicke A und B (vgl. (19)) kénnen in der Form 


(0) 


A=Zlay? + ya? +> JUy, B= LLB? + ybj" + ++; (30) 


entwickelt werden, wo U; und U,’ die zum Eigenwerte A; gehérigen Eigenfunktionen von (24) 
sind. (Bei U; ist in (26) m = 0, bei Uj’ ist m = + 1.) Es sei fiir die Lésungen von (28a, b) 
angesetzt : 


(0) () 


P=ZpU;,== (p+ yep +e-W,, @=LaUji== lap + ya + +++ Wi. (31) 


Trigt man diese in (28a, b) ein, dann erhélt man mit den durch die Gl.-en 


H[U] =E HU,» H[Uj] = © HixUi (32) 


definierten Matrixelementen Hix, H’ix des (nicht selbstadjungierten) Operators H und mit 
der Abkiirzung 


: Ty = Ay + w (33) 
| fiir die gesuchten Pp; fi Pp; » --. die Ausdriicke : 
| a 

ql (0) 1 1 GoeET F 
AT (Ott Mee ty (0) fa Pe ae pe “| 

i rr oo [é +e Pk Hui T, [@ ee ra Wi 

4 (34) 
a 1 1 a” Hy, Pl Ti 

‘ (2) (2) (30) (2) ea SEKI iL AA IRA Ki 

v es ‘ py H, =>—_— D2; —— + 25 ———] a > 

| 3 Pe (a; + = Px Ki] T, ie r= it T,T; 

- FS LO (1) 

| -analoge Beziehungen gelten fiir gj, qj »°** - 

ay § : 

1 ; Diejenigen Eigenwerte A; und (unnormierten) Eigenfunktionen U;, Uj’ (geeignete 


 Linearkombinationen der Funktionen (26)), die zur Berechnung des mittleren Momentes bis 
gur zweiten Niherung einschliesslich nétig sind, sind die folgenden : 
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‘ . 9 
Ay = 5 9, = cosas U, =sintsiny, 

. . a - . 
Ap=r41 3. U,=sindsing, Ug = cos pcosy —costsingsiny, 


Ux, = cos 0 cos p cos y —sin psin yp, 


ue Autide ane (35) 
A, = 6 “ aa ee U; =sindcostsiny, 
Agsrt+5 3; Uy=sintcostsing, Uy = cos t cos » cos yp — (cos? '— sin? d) sin psiny, 
As=4r+2: U;=sin?0cos2, U; = sin 0(sin 2 p cos p + cos 0 cos 29 sin y). 


Mit diesen Eigenfunktionen ergibt sich nach langeren Rechnungen fiir die Entwicklungen (30) : 
1 
A= 2YU, + alr FU +3| Or — aU, + orle + 5)U, — 0° + 5)Us] + 


hs 1 
+y[z7ti + Dart Ut] to, 
| (36) 
B= 2; + or + Wie + 9[5 ary(r —1U% ++ 5 yt aU; +5 ary(r + 5)U, + 


4 ar +5 )ui] +E vi +2 ote + Ute + 8 


die mit Punkten angedeuteten Glieder haben auf das mittlere Moment in der zweiten Naherung 
keinen Einfluss. Die Matrixelemente Hj, und Hjx werden, um Raum zu sparen, nicht aus- 
geschrieben. (Die aus ihnen gebildeten Produkte, die in der zweiten Naherung vorkommen, 
k6énnen aus der spateren GI. (41) — unter Beachtung von (34) und (36) — abgelesen werden.) 


Die vollstandige Verteilungsfunktion f lautet nach dem Obigen (vgl. (12), (27) und (31)): 


iwt 
f= 28 iq (0s OX p,U;—sin OE 4.U}). (37) 
Es gilt ferner auf Grund von (6), (11) (mit 6 = 0) und (35): 
cos (u,F) = cos O(yU, + aU,)—sin O(yU{+ aUZ, ),- (38) 


und es ist in (1) d2 = sin ¢ di dydp - smO d@ dM zu setzen, da man ausser den ver- 
schiedenen Lagen des Molekiils auch iiber alle Richtungen 6, © mitteln muss (die in der 
Fliissigkeit mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen). Die Mittelung ist auf Grund der 
‘Orthogonalitat der Eigenfunktionen U; und Uj leicht auszufiihren; man erhilt : 


oe. a Pe 
UN “OkTC(y) ) [y(Pi + 241) + @(pe + “2442)] (39) 
mit 
sinh y : 
Cy) = = 14-- attaovt ae (40) 


Wir brauchen also zur Kenntnis yon m unter den p; > q; in (31) bzw. in (34) nur p, 
P2 1» Goq ZU bestimmen. So ergibt es sich bis zur zweiten Naherung einschliesslich : 


pF (2y? | a(1+7) at Tl aty( a ws i= % ar xX 14+3r 1+ ") 2-y?(a2—2-y?) y 
3kT \ T, Tr 6 TT lee ee ee T3 Oey 
a2(a2—2y?)(2—r) ay (5+r) aty(5+r) atr(l1+27r) 84 _ ahh + r) (2 oars 

ef ees Se RG A ees T2T, 

_ aty(2+r)  3a2y4(1+r)  at(l+r)(1+2r)  2a%y4(5—r) _ atyX7+5r)q) 

T?T, | PET e Se Lepae Bee aoe eee T3TGT, I 


(41) 


ZOR THEORIE DER DIELEKTRISCHEN RELAXATION IN DIPOLFLUSSIGKEITEN 21 


Dieser Avsdruck lasst sich auf Grund der Identitat (vgl. (33)) 


1 1 rd 1 
ee o 
PR AeA EP Tp 
und einiger (bis zu Gliedern mit y? einschliesslich giltigen) Beziehungen — wie z. B. 
b c 
: ] a {- = =| y* 
a+by? cy? aby? a a 2a 43) 
Te Beers Signa es < ») ( 
= =F tO, ———— ats 
sp ip mT oeT 2a. 


— auf die unten angegebene Gestalt (44)—(45) bringen. 


Die Rechnung ergibt, dass das mittlere Dipolmoment m sich in der 
iiblichen Form als Summe von Debyeschen Gliedern ausdriicken lasst : 


2 
ty ooh (44) 
3kT — 1+ ior, : 


wo in der zweiten Naherung 6 Relaxationszeiten tp, auftreten ; diese und 
deren ,,Gewichte“ C, sind: 


Q h—* | 2a(r + 1) ||. 


or |. iz.’ . (¢=A)fr +3) 


G= 1-7 fi-L 4S r+5 + el 
6 At 217 493)2y (r= T)* 
e @ fa si Aan (a rN ; 


1 = 


(r+ 1)kT Yo(r+1) 3 l(r—5)(3F +1) 8(¢?—1) 
7 2 2 2r—7 
GF =F) ees a aL J a 
Re eas, a6 healiggl tel rc ths Vion vein} 
Sr+1 P21} re 
= | 5) 
ess Seco 
o y? 2r—4)? 
i=; C, aeete| 42g? == 1B 
79 ORT Nerd Oa = 
0 e Wes 2 wap EO a. ad 
Te + 5)KT te He + 8). 
2 2 
oo ere Cg 
(4r + 2)kT 6 (3r + 1)? 
Nach (7) und (14) ist 
a=sintd,, y = cos dy, (46) 


wenn ¢, den Winkel zwischen dem Dipol pu und der Symmetrieachse des 
Rotationsellipsoides bedeutet. 
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Im Falle kugelférmiger Molekiile (r = 1) kommen in derselben Naherung 
nur zwei Relaxationszeiten vor : 
2 2 2 
Fi oe teas sp Ce) cee a ee gn 
2kT 12 8 6kT 72 
(Diese fir r= 1 und a= 0 sofort aus (45) folgenden Gl.-en bestehen auch ~ 
fir r=1,a+0(a?+4 y? = 1).. Im letzteren Falle werden zwar die ersten 
vier Ausdriicke von (45) unendlich, aber die Summe (44) geht — wie es am 
einfachsten auf Grund von (41) zu zeigen ist — in die den Gl.-en (47) ent- 
sprechende Summe iber.) 


Im Falle relativ kleiner Frequenzen (d. h. wenn ew 1— itp) 


1+ iat, - 
olgt aus (44)—(45) fiir das mittlere Moment : 


2 r 2 ) pe 
ea 2F fh Fiala ay Eten) 
3kT 9 2kT r+1 skh es 


(48) 
a ra 29 (p2 vy 
emit. Se, 8) = 122 r—l sin? oft — sin? t, cos? 0,(r? + 2r ad 
4(2r + 1) 4(r + 1)? (r+ 5) 

Die Funktion S(r,é)), die fiir kugelférmige Molekiile den Wert 1 hat, enthalt 
den Einfluss der Molekilform und der Lage des Dipolmomentes auf den der 
Behinderungsenergie entsprechenden Teil der dielektrischen‘: Relaxation. Der 
Verlauf von S wird in Abhangigkeit von r fiir verschiedene Winkel 0, in der 


Fig. 2. 
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Fig. 2 dargestellt. Unsere bisherigen Resultate sind auf jedes solche Modell 
anwendbar, dessen Drehungen mit zwei Reibungsgréssen (@, @,, vel. (14)) 
‘gu charakterisieren sind. Im besonderen Falle des Rotationsellipsoides lasst 
sich (nach dem diesbeziiglichen Stokesschen Gesetz) das Verhaltnis r der zwei 


| . a . a . a . 
Reibungsgréssen als Funktion des Achsenverhdltnisses Aen bestimmen 


[3], [6]. Einige Werte von A sind auf der r-Achse der Figur 2 aufgetragen, 


um den Einfluss der Molekilform leichter tberblicken zu kénnen. 


b) Im Falle grosser Werte von y(y > 1, d. h. E > kT) kann das mittlere 
/Moment nach Debye und Ramm ohne Verwendung der Differentialgleichung 
| (16) bestimmt werden. Ein Molekil namlich, dessen Dipol mit der sehr 
_grossen Behinderungsenergie E an die Richtung E’ gebunden ist, kann um 
_ diese Richtung nur kleine Schwingungen ausfiihren, neben denen die Brownsche 
| Bewegung vernachlassigt werden kann, so dass man im wesentlichen zu dem 
Problem eines in einem reibenden Medium unter der Wirkung des elektrischen 
Wechselfeldes sich drehenden ellipsoidférmigen Oszillators gelangt. 


¢ In der Gleichgewichtslage (Se, pe. Pe) des Oszillators hat (wegen E > pF) die poten- 
tielle Energie u, in (11) ihren kleinsten Wert, d. h. es gilt (im Falle des allgemeinen Ellipsoides) = 


sin 0, sin p, = @, ‘sin 0, cos y, = B, cos¥,= Y » (49) 


wahrend we beliebige Werte annehmen kann. 
Die Drehbewegung des Ellipsoides wird, unter der iiblichen Vernachlissigung der Tragheits- 
effekte, durch die bekannten Gl.-en 


My. py( F, ata E;) = pAFy =e Ey) 
= gece 


2a Qa 


bestimmt. (Ex’,... sind die Komponenten der Feldstirke, die der Behinderungsenergie E ent- 


spricht und die den Betrag E/ hat.) Aus (50) folgt unter Verwendung der Gl.-en 0 = wx cos p — 
—wysing,... und der Satze der sphirischen Trigonometrie : ‘ 


(50 


wy = 


5 cos* sin? p 
b= (E+ pF em O)foos 0(L sin p + 5 cone) — sine [ thd ae *)\- 
2b Qa Qa 2b 


cos? sin? 
+= *)4 


a 
— pF sin 9 [ino sin py (= sin g + Lane ») + y cost sin p ( 
26 2a Qa 2b 


7 era 
: + y (+ — =) cos v sin g cose |, 
Qa = 


cos? 0 (a B sind ‘ : 
> = e — —— si ) a cos p— B sin gp) + 51) 
g = (E + pF cos »[ oy (= oe in p} + < (a cos p—B sin 9) ( 
} ts 1 : ; 1 oe : 
:- +y¥ (—--) cos y sin g cos p| + wF sin © — cos? sin p (a cos p— B sin p) + 

Qa 2 Qc 


Qc 2b ‘a 


sin? cos? 
cos v( u + ee )| : 
Qa 2b 


a Br. 
5 | + cos y(asin g + B c0s 9) — cose siny (— cos 9 —— sin °) + 
[ 
» 


cost 


1 1)\cos?d . : ky 0 
Be sin py sin cos : 
“od S =) sind rel ? sind 
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(Der Ausdruck fiir y wird nicht gebraucht werden.) Diese allgemeinen Beziehungen verein- 
fachen sich wesentlich in der Umgebung der Gleichgewichtslage. Hier kann man nach der 
Ausfiihrung der Substitutionen : 


C8, 00, PPTs : (52) 
wo in der rechten Seite 0 und ¢ kleine Grdssen sind, die Naherungen cos 0 = cos ¥e—Usin 0, 
usw. anwenden, bzw. in den kleinen Gliedern mit dem Koeffizient 4F % und gleich Null 
setzen. So entsteht aus (51): 
e c. 
0 =— E(c,0 + cop)— pF sin 8 (c, sin yp, — — cos We), 
x 
(53) 


 =— E(cst + ap)— uF sin 9 (cs sin yp, witOn We)» 
ed 
1 (a2 2 Teeaam 2 2 2 
mit x = a? + B*, cq = —(*- +), ¢; = x*c= 2hy, (—- —)se — xe a + Zn 
Obie nn * 2 ea WN\Oa = Ob Qc 
Auf gleiche Weise erhalt man mit (52) fir yx cos(u,F) (= —u,/F,, vgl. (11)) den Ausdruck : 
p cos (u,F) = w [cos 6 —sin O(0 sin y, — x@ cos »,)}. (54) 
Die Lésung von (53) (mit F = Foeit) lautet : ; 

0 = pF sin O(a,sin yp, + * cos y,), ~=—p-Fsin O(a, sin y, as b, cos y,) (55) 
wo @,, a2, b,, b, leicht zu bestimmende Konstanten sind. Der Mittelwert von (54) berechnet 
sich mit (55) und unter Beachtung 
von sin? O sin? p, = sin*® © cos? yp, = 3 zu 
eet | 2 EB+ioA 
m =- p2F(— ab) =) Fee 
Fn ns} EAB eiabieeteel ) ; 


wo A und B die unten in (59) angegebenen Ausdriicke bedeuten. 


(56) 


Die Rechnung ergibt (wie eine Umformung des Resultates (56) zeigt), 


dass das mittlere Dipolmoment sich mit zwei Relaxationszeiten ausdriicken | 


lasst : f 
m= e(—— fs ———) . (57) | 
3E \1 + ior, 1+ ior, , | 
A+ VA—B A—VA?—B 
1 = ———__, T= ——_——__ (58) 
EB a Rd 2 5 
hier sind 
1p2+y?  y2+a* a?+ ai B? 2 
fa (ye ee) eB eee - (39 
al Ga Cb Oc ) oo et ee ee 
Im speziellen Falle des Rotationsellipsoides (og= g, = 0, @ = sind,, 
y = cosd,) gilt: 
ase te — PRau (60) 
re+8 
Ce Q 


und fir die Kugel: 1, = t, = o/E. 


i 
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Bei relativ kleinen Frequenzen (wt,, <1) ergibt sich aus (57) — (59) fiir 
die durch die Gl. 


(1 = 1@ tess) (61) 


definierte »effektive Relaxationszeit« (oder »Langwellenrelaxationszeit«) Toff 


der Wert: 


1 (B+ Y’) eve + (y? + 2?) Oca + (a® + B?) Cade (62) 


Teff = 
ote a*0q + B® Qo + Y? ge 


woraus im Falle des Rotationsellipsoides 
= mall A Ssapeay a 63).- 
T, = > 
eff 2E ato + ¥2 0, ( ) 
und im Falle der Kugel 1, = g/F folgt. 
II. Molekiile mit drehbaren Dipolgruppen. Hier wird der einfache und 


_ haufige Fall betrachtet, in dem das Molekiil zwei gleiche Dipolgruppen mit 


gemeinsamer Drehachse Z besitzt. Die zur Drehachse senkrechten Komponenten 
der Momente der Gruppen seien , und pp. = p,; die Summe der parallellen 
Komponenten sei Null. Die Reibungskonstante, die bei den Drehungen des. 
ganzen Molekiils (um die X- und Y-Achsen) auftritt, wird mit g bezeichnet, 
die Reibungskonstante hingegen, die sich auf die Drehungen je einer Gruppe 
um die Z-Achse bezieht, mit 9,. Wir setzen freie Drehbarkeit voraus, d. h. 
wir nehmen an, dass die Drehungen der Gruppen durch SRE ete Krafte 
nicht behindert werden. : 

Das Problem kann analog wie im vorherigen Falle der ellipsoidférmigen 
Molekiile. behandelt werden. Fiir die Koordinaten x” in der allgemeinen Gl. (5) 
kénnen wir ausser den Winkeln 0 und p (die die Richtung der Molekiilachse 
festlegen) die Eigendrehungswinkel », und ¢, wahlen, es ist aber zweckmassiger, - 
statt der letzteren die Variablen 

Pi + Pe Smee 
y= Bt, 7 Hoe (64) 
einzufihren (x1 = 0, x?= yp, x8 = x, xt= y). Der Tensor D hat jetzt 


_ die Hauptwerte (vel. (4)): kT/@, kT/gQ, kT/e,, kT/gQ;. Aus diesen Werten 


und aus den leicht zu verallgemeinernden Gl.-en (9) lassen sich die Tensor- 


_ komponenten bestimmen : 


t ke 

pkeone sna Th om paiee T nge (7, 
pu. FF, Di aD 
5 sino 


1 


26 A. BUDO 


die tibrigen sind null; es ist ferner |/g = 2 sin 6. Der Ausdruck fir die poten- 
tielle Energie u kann aus der Gl. (11) erhalten werden, indem man diese mit 
p= g, und p= qa aufschreibt, in der Summe « = 1, B = 0, sie ts p=ie 
setzt und (64) beriicksichtigt : 


u = Up + uel, up = — 2E sind siny cos7), (66). 


u, = —24,Fo 
— cos y cos y) cos 7]. 
Auf diese Weise erhalten wir mit dem Ansatz (12) und mit den Bezeich- 


nungen 


E 2 
AER ere (67) 
I LT Q: 


die (der Gl. (16) entsprechende) Gleichung : 


aye) 


tae = D{fi] + yALA] + 6(%.y,x,0) ; (68) 
hier sind : 
-7 _ .O°f; , cosd Of, UI Gath, Bing £0870) O%fh oitin Ohl & 

TA aot’ nt de aints. ae? + (5+ Saale: ay? | 2 ax? 
sous Of (69) 
sin?v epoxy ” 

j F a : cos v 9 
H{f,] = 2 {[(r + 1) sind f, — cos ® =) sin y + Sno a 


cos? 0 
_ (5 sinv + - 


} HH) cos x} cos 7) + rsin 9 sin y sin 1 > 3 (20) 


sind 


G= a * [cos 6 - A(o,x,7) + sin O - B(d,y,7,)], 


A = e2ysin Dsin x cos 9 {(r a 1) sin 0 sin y cos 7 — ¥[2 cos? 0 cos? 7 + (71) 
+ rsin? (cos? y cos? 4 + sin? y sin? 7)] 
B = e2ysin U sin x cos 4 {(r + 1) (cos isin psin y— cos pcos y) cos 7 + 
+ y[2sin cos osin pcos? 7—rsin o cos J sin y(cos? y cos? y + — 
+ sin? y sin? 17) —r sin 0 cos psin y cos y(cos? 7 — sin? 7)] }. 


a) Im Falle von kleinen y gehen wir wieder von der Gl. D[U] + AU =0 
aus. Die Eigenfunktionen dieser Gl. werden erhalten — wie der Vergleich 


von (69) mit (17) zeigt — indem man die mit y statt m und mit J stat Tr 
gebildeten Eigenfunktionen (26) mit e” multipliziert; die entsprechenden 
Eigenwerte sind (vgl. (25)): j(j +1) +22 (;-1)+ I? = 


ZUR THEORIE DER DIELEKTRISCHEN RELAXATION IN DIPOLFLUSSIGKEITEN 27 


Wir geben diejenigen Eigenwerte und Eigenfunktionen an. die bei der Berechnung des 
‘nittleren Momentes m bis zur zweiten Naherung eine Rolle spielen: 


sil -r; U, = sin 0 sin y cos 1, U, = (cos y cos y — cos é sin y sin yx) cos 1. 
3 
i—'6'5 Oe ee U; = sin tcos t sin y, 
| =2rs U. = cos 2 ’ 
As a vd ; : (72) 
hy = 6+ 27; U=(1-5 sin? 2) cos 2, U, = sind cost sin p cos 27, 
As =2+44r; Us =sin?d cos 2y cos 27, U; = sin 0(cos p sin 2y + cos 0 sin py cos 2y) cos 27), 


(Ag=2+2r; U,=sin?i cos 2y, Ug = sin (cos p sin 2y + cos O sin p cos 2y). 


Aus den weiteren, im Teil I a. geschilderten ahnlichen Rechnungen sei nur das der GL 
(41) entsprechende Ergebnis angegeben : 


po RS OS, aa SO TeT, 


2 2 

2u2F os ap 2(r—2) 3" grt 3) r(@r+ 1) | ig pc 
T rr 

Fo Sy sy DR Ee DIS oh ne me 


(73) 


2 2 ay 
T27: T2T, T/T; ; 


mit T, =a,+ a vel. (72). (29) und (33). 


Man erhalt (durch Umformen von (73)) fiir das mittlere Dipolmoment 
den Ausdruck : 


= 2uiF Cy 
sail te Spee 74) 
i 3kT 2 1+ ior, ( 


(/2 4, = p ist das resultierende Dipolmoment des Molekiils), in dem bis zu 
den Gliedern mit y* fiinf Relaxationszeiten vorkommen : 


y* a r(2r + 1) r+1 
a + DEF ee 3(r + Salts 2(3r +1) PRE | : 
Be Yer) (Gr +1), lr eee 8)? tt 
d ; 6(r + 1) | (3r + 1)? (r —5)? 3 (r—1)? 
f ae eat (75) 
; 3 (r +5)? 
0 r—2)? o 2 
2 Lain 6kT ‘ “aI yes if QrkT leas “ms 1)? ; 
Li 2y? o } SyhGe: 


= S Se i OR 
“4 (r+ 3) kT “ Pe eae rar) er ee 6(3r +1)? 
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Im Falle relativ klemer Frequenzen (a1, <1) gilt : 


ed eee ee | 


mit 


(76) | 


a 1 “a ie ; 
“4 9 * r(r+3), 2(r+1)(2r+1) 

Die Funktion S(r), die bei dem benutzten Modell den Einfluss der | 
Behinderungsenergie auf die dielektrische Relaxation charakterisiert, ist in der- | 
Fig. 3 dargestellt. | 


S(r) = 


Fig. 3. 


b) Im Falle grosser Werte von y erhalten wir, auf analoge Weise wie 
im Teil Ib., fir das mittlere Moment das Resultat : 


a iF 1 1 
teens (are) nis arta Lea 
3E \l+ ior, 1+ tot, E E 


das sich bei langen Wellen (vgl. (61)) zu 


as yp 2p k, . 
m= aoe (l—torep), Tey = oe : 8) 
GE si 


vereinfacht. 

Die fiir die mittleren Dipolmomente der betrachteten Modelle gewonnenen 
Formeln — deren Ableitung das Ziel der vorliegenden Arbeit war — bestimmen 
nach der Debyeschen Theorie (vgl. (2)) die Dispersions- und Absorptionskurven 
e'(@) und e”(w). Der Vergleich dieser theoretisch zu erwartenden Kurven mit 
den Messergebnissen ist in einer spiteren Arbeit geplant. 
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K TEOPHH JM3NEKTPHYECKON PEJIAKCALMA AMNOJIBHbIX MU DKOCTER 


A. Bylo 
Pe30wme 


. Teopua Jie6an--Pamma 0 ROSHHKalonlel B DHNOAbHBIX %KHAKOCTAX [HOMeEKTPHYecKOr 
pesakcallMH, KOTOpad paccmMaTpHBaeT BIMAHHe CpeAbl Ha wapooOpasHy 10 MOwIeKyJly myTeM 
BBefeHHA »TOpMOsAMe sHepruK« EF, oOoOmaeTcA, C OfHOK CTOPOHE, Ha dsJIHMCOMsaJIbHbIe 
MOJIeKy Jb, a ¢ Apyroii, Ha TakHe MOJIEKYJIb, KOTOpbIe o6nafawT ABYMA, JMNObHbIMH Tpyt- 
TiaMH HMelouMMH Only! Ocb H CNOcoOHBIMH K BpalleHHw. ABTop onpefeineT BpemeHa pesak~ 
calluH JIA ucnepcHH UH Aa aGcopOuHH H pactipesereHe 3THX BpeméH MpH MajbIx H Oovb- 
IIMX sHayeHHAX Mapametpa E/kT, MOTOM Ha OCHOBe NOJyYeHHBIX pesyIbTATOB, paccmaTpH. 
aeT BIMAHHe OTKNOHeHHA OT WapooGpasHot POpMEl Ha AMIIEKTPHYECKyIO pesakcaqHw. 
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UBER DIE BINDUNG DES METALLISCHEN 
ALUMINIUMS 


Von 
R. GASPAR 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(VORGELEGT VON P. GOMBAS. — EINGEGANGEN 5. I. 1952) 


Die von Gombds entwickelte Methode zur theoretischen Behandlung von Alkali- und 
Erdalkalimetallen haben wir weiterentwickelt. Die hier dargestellte Methode erméglicht die 
konsequente theoretische Bestimmung der Bindungseigenschaften von Metallen mit einer 
grésseren Valenz als 2. Als erste Anwendung der Methode haben wir das metallische Aluminium 
behandelt. Die berechneten und beobachteten Werte der wichtigsten Metallkonstanten stimmen 


gut iiberein. 


Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass in Metallen mit Ausnahme der 
kernnahen Gebiete ein Teil der Elektronen sich ahnlich wie vollkommen freie 
Elektronen verhalt. Mit Beriicksichtigung dieser Tatsache lasst sich nach 
Gombés! eine sehr anschauliche Metalltheorie entwickeln, die zur Zeit aber 
nur fir die Behandlung von Metallen mit ein und zwei Valenzelektronen an- 
wendbar ist. Das Wesentliche ist bei dieser Theorie, dass man die freien Metall- 
elektronen von den Rumpfelektronen gesondert in Betracht zieht. Die Gitter- 
energie setzt sich einerseits aus der Selbstenergie der Metallelektronen, anderseits 
aus jener Energie zusammen, welche aus der Wechselwirkung der Metallelektro- 
nen mit dem Ion resultiert. Die durch die metallische Bindung bedingte Energie- 
anderung des Ions ist sehr klein, demzufolge kénnen wir die Selbstenergie des 
Ions als eine Konstante vernachlassigen. Die Berechnung der Wechselwirkungs- 
energie der Metallelektronen mit dem Ion kann man — wenn wir die Metallelektro- 
nen als ganzlich freie Elektronen betrachten wollen — nur in einem modifizierten 
Potentialfeld des Ions durchfiihren. Zur Zeit kann man aber dieses Potential- 
feld nur fir Elektronen mit zentralsymmetrischer Wellenfunktion heranziehen 
und deshalb nur auf Elektronen am unteren Bandrande anwenden. Unser 
Ziel ist, ein modifiziertes Potentialfeld zu bestimmen, das auf alle Metallelektro- 
nen, also auch auf jene mit grésserer kinetischer Energie anwendbar ist und so 
die theoretische Behandlung von Metallen mit drei und vier Valenzelektronen 
ermdglicht. Als erste Anwendung der Methode betrachten wir die Bindung des 


metallischen Aluminiums. 


1 P. Gombds, Nature, 157, 668, 1946; Hung. Acta Physica 1, No. 2, 1947; Die sta- 
tistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, Springer, Witn 1949. S. 299 ff, wo man 


auch die iibrigen Arbeiten finden kann. 
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Einfiihrung des Operators 


Die Wellenfunktionen der Valenzelektronen in Atomen und in Metallen 


zeigen in der Nahe der Atomkerne ein recht kompliziertes Verhalten. Sie sind 
namlich zufolge des Pauli-Prinzips orthogonal auf die Wellenfunktionen der 
Rumpfelektronen und infolgedessen miissen sie in der Kernnahe Knoten auf- 
weisen. Wenn wir aber statt des Pauli-Prinzips ein Zusatzpotential einfihren, 
entstehen grosse Vereinfachungen. Dann erhalt man eine sehr gute Naherung, 
wenn man fiir die 4usseren Elektronen bei Atomen Wellenfunktionen vom Sla- 
terschen Typus und bei Metallen einfache ebene Wellen wahlit. Fiir das Zu- 
satzpotential, mit welchem man das Pauli-Prinzip ersetzen kann, erhalt man 
nach Gombds [5] ‘ 


F' = — yo[g?8 — 9,2], (1) 


wo 


y= ; (320)2/3eaq 

ist: @ bezeichnet die gesamte Elektronendichte und g, die Dichte derjenigen 
Rumpfelektronen, deren Energie kleiner ist, als die tiefste mégliche Energie 
_ des in Betracht gezogenen Valenzelektrons. So ist bei Al fiir ein Valenzelektron 
in einem s Zustand 9, = 0, fir ein Valenzelektron in einem p Zustand 
2, = 20,, + 20, und endlich gg = @ also F2=0 fur ein d Elektron. Q;, bzw. 
Q2, ist die Dichte eines 1s bzw. 2s Elektrons im Al-Atom. Man vgl. hierzu die 
zitierten Arbeiten von Gombds. e ist die pozitive Elementarladung und ag 
der kleinste Bohrsche Wasserstoffradius. 

Wie wir schon in der Einleitung erwahnt haben, werden die Atomrimpfe 
durch die metallische Bindung praktisch nicht beeinflusst, d.h. die Potential- 
und Elektronenverteilung der Atomrimpfe ist im freien Zustand praktisch 
dieselbe wie im Metall. Pas Potential (1), in das nur die Elektronendichte des 
Rumpfes eingeht, ist daher fiir freie Atome dasselbe, wie fiir das aus diesen 
Atomen aufgebaute Metall. Aus dem Ausdruck (1) ist ersichtlich, dass dieses 
Potential fiir ein Atom nur von der Nebenquantenzahl der Elektronen abhangt ; 
es setzt sich also aus Gliedern zusammen, die den einzelnen Elektronengruppen 
mit verschiedener Nebenquantenzahl entsprechen. Es ist also fiir Valenzelektro- 
nen mit gleicher Nebenquantenzahl dasselbe. Deshalb kénnen wir jetzt bei der 
Behandlung von Atom- und Metallproblemen einen Operator ® einfihren, 
der folgende Eigenschaften besitzt. Die Eigenfunktionen des Operators ® sind 
die Kugelflachenfunktionen mit (1) als Eigenwerten. Wir haben also die Gleichung 


OY)" = F'(r)Yf" 


als Bestimmungsgleichung fir @. In der obigen Gleichung ist Y;" die Kugel- 
flachenfunktion, die zur Nebenquantenzahl | und zur magnetischen Quantenzahl 
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_m gehért. ist ein Hermitescher Operator, da seine Eigenwerte reell sind. 
_ Angenommen, dass er auch linear ist, haben wir 


| @(r,0,p) = F'()M?, 
haere: 

h2 i ) 
| oF 

Ea a aie ~~ Agr? Be vad 


55 (sine or | 


a 
a 3a) * sind dg? 
| der Operator des Impulsmomentquadrates und 
| 


2 h? 
= aall+ 


| sein Eigenwert ist. Die Quantenzahl / in den vorangehenden Gleichungen 
| wird durch den Operator M? bestimmt. 

£ Fir Atome gibt diese Methode praktisch nichts Neues. Wegen der Definition 
_ yon ® weisen die Schrédingerschen Gleichungen fir s-, p-, d- Elektronen keinerlei 
i wesentliche Unterschiede von jenen auf, die man durch die Anwendung von 
| (1) herleiten kann. Ein formaler Unterschied ist aber, dass man mittels des 
Operators ® die Eigenfunktionen und die Eigenwerte der Elektronen eiries 
Atoms mit Hilfe einer einzigen Schrédingerschen Gleichung bestimmen kann. 
Es ist nicht notwendig fiir s-, p-, d-Elektronen verschiedene Selurédingersche 
Gleichungen aufzustellen. 


) Ganz anders ist die Lage bei den Metallelektronen, wo die Kinfiihrung des 
Operators® die Berechnung der Eigenschaften mehrvalentiger Metalle erméglicht. 
Der grésste Teil der Metallelektronen dieser Metalle hat eine ganz bedeutende 
kinetische Energie und dieser entsprechende von Null wesentlich verschiedene 
Wellenzahlvektoren. Fir diese Elektronen kénnen wir nicht einmal eine 
approximativ richtige Nebenquantenzahl definieren und demzufolge ist keines 
der Potentiale (1) anwendbar. Der Operator ® hat aber fur jede beliebige 
Wellenfunktion eine Bedeutung, und ist auf jede beliebige Wellenfunktion 
anwendbar. Die Berechnungen kann man leicht durchfihren, falls man die 
Eigenfunktion nach den Kugelflachenfunktionen in eine Reihe entwickelt. 


: 


Metallelektronen im metallischen Aluminium 


: Das Aluminium-Atom hat in FEES Grundzustand 1s-, 2s-, 2p-, 3s- und 
3p-Elektronen. Zufolge des Pauli- und Energieminimum-Prinzips besetzen 
die 13 Elektronen des Aluminium-Atoms diese Zustande folgendermassen : 


(1s)? (2s)? (2p)° (3s)* 3p, 


_ wo wir in iiblicher Weise die Besetzungszahlen mit den Exponenten bezeichnen. 
Nennen wir Valenzelektronen jene Elektronen, die in der Emission des sichtbaren 


eee 


3 Acta Physica 
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und nahen ultravioletten Spektrums teilnehmen,so hat das Aluminium-Atom 
drei Valenzelektronen, nimlich zwei 3s-Elektronen und ein 3p-Elektron. 

Das Energiespektrum der Elektronen des metallischen Aluminiums ist 
ein Bandspektrum, wie im allgemeinen in allen Festkérpern. In der Bindung 
werden jene Metallelektronen teilnehmen, deren atomare Wellenfunktionen 
eine bedeutende Uberdeckung zeigen? d. h. wenn die Atomkerne in einen 
Abstand kommen, der mit dem Gitterabstand vergleichbar ist. In Abbildung 1 
ist die radiale Dichte der Elektronen fir das Aluminium-Atom eingezeichnet.? 
Der Pfeil bezeichnet die Stelle, wo die im Gleichgewichtsabstand befindlichen 
Atome die gleiche Elektronendichte haben. Die Elektronen, deren radiale 
Dichte an dieser Stelle einen bedeutenden Wert annimmt, besitzen ein Energie- 
-bandspektrum, und sie haben einen grossen Einfluss auf die Berechnung der. 
Bindungsenergie und anderer Metallkonstanten. Nach Abbildung 1 kommen 


0 
Q 7 2 3 4 5 


Abb. 1, Radiale Dichte der 1s-, 2s-, 2p-, 3s- und 3p-Elektronen im Al-Atom. In der Abbildung 
haben wir die radiale Elektronendichte bei dem Atomkern nicht eingezeichnet. 


fir die Bindung die 3s- und 3p-Elektronen in Betracht, darum miissen wir 
bei dem metallischen Aluminium mit drei Metallelektronen rechnen. Die Eigen- 
funktionen der 1s-, 2s- und 2p-Elektronen zeigen praktisch keine Uberdeckung. 
Thre Energiebander haben nur eine unbedeutende Breite, demzufolge ist ihre 
Elektronenverteilung und Energie im Atom und im Metall dieselbe. Zur Gitter- 
energie tragen sie mit einer Konstante bei, die wir vernachlassigen kénnen. 


2 Siehe z. B. F. Seitz, The Modern Theory of Solids, McGraw Hill Book Company, 
London, 1949. S. 303—308. 

3% Die radialen Dichten der Elektronen des Al-Atoms puben wir auf Grund der folgen- 
den Arbeiten berechnet: D. R. Hartree, Proc. Roy. Soc. A 151, 96, 1935; B. Kozma und 
A. Kénya, ZS. f. Phys. 118, 153, 1941 und eine nicht veréffentlichte Arbeit des Verfassers 
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Das metallische Aluminium kristallisiert in einem flachenzentrierten, 
_ kubischen Gitter. Wie wir in den vorigen Uberlegungen festgestellt haben, 
| befinden sich in den Gitterpunkten Al* Ionen, die die gleiche Elektronen- 
| verteilung haben wie die freien Ionen. Drei Metallelektronen pro Ion kompensieren 
die positive Ladung des Al** Ions. Nach dem Vorbild von Wigne- und Seitz [1 ] 


_ ziehen wir zwischen einem Metallion und allen seinen Nachbarn die Symmetrie- 
| ebenen, die einen Polyeder von hoher Symmetrie, die sogenannte ein Metallion 


j 
| 
4 


Abb. 2. Die Elementarzelle des flachenzentrierten Gitters. 


enthaltende Elementarzelle, einschliessen. Fiir das flachenzentrierte kubische 
Gitter veranschaulicht diese Elementarzelle Abb. 2. Wie zu sehen ist, kann man 
diesen Polyeder in guter Naherung durch die Kugel vom gleicher Volumen 
ersetzen, die wir kurz Elementarkugel nennen wollen. Die Elementarkugeln 
sind von aussen gesehen elektrisch neutral und dementsprechend kénnen wir 
unsere Betrachtungen auf eine Kugel reduzieren. 

Das auf ein Metallelektron in der Elémentarkugel wirkende Potential 
hat die folgenden Bestandteile : 1. das elektrostatische Potential des Atomkernes 
und 2. das der edelgasahnlichen Elektronenschale der 1s, 2s und 2p Elektronen; 
3. das elektrostatische Potential der Metallelektronen. Beim Al-Atom ist das 
_ Kernpotential Zer, wo Z=13 und r die Entfernung vom Kern bezeichnet. 
_ Das elektrostatische Potential V, der (1s)? (2s)? (2p)® edelgasahnlichen Elektro- 
-nenschale des Al** Ions wurde von Hartree [2] bestimmt und tabelliert. Vom 
Potential der Metallelektronen kénnen wir folgendes feststellen: wegen der 
_ Austausch- und Korrelationswechselwirkung der Metallelektronen entsteht um 
q jedes Elektron ein Raum, der arm an Elektronen ist, ein sogennantes Loch, 
das beim metallischen Aluminium eben gross genug ist, um ein Elektron aus 
der Elementarkugel auszuschliessen [3]. Darum haben wir beim Potential der 
-Metallelektronen nur zwei Metallelektronen in Betracht gezogen. Das Potential 
der als frei angenommenen Metallelektronen ist 


r2 


y, =— 2nvee(R?— = : (2) 
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wo v») = 6/4cR? die Dichte der in der Elementarkugel gleichmassig verteilten 
zwei Metallelektronen und R der Radius der Elementarkugel ist. Das gesamte 
Potential ist schliesslich 


pec aautet a 


==4 | n+ cot te Ae as (3) 


In (3) ist z die Zahl der Metallelektronen, also beim metallischen Aluminium 3. 
Das Glied ze/r stellt das Coulombsche Potential des punktférmigen Ion- 


eV und-eV/ ——=> 


Abb. 3. Die effektive potentielle Energie der s-Elektronen : 


Ze : 
poe ase ctrmcemwiateet, ay oe -e[=+ Vet ¥i— 90" | : 
r 


Elektrostatische potentielle Energie : 


Ze * 
in a ge oles Sh Bi AB —ev=—e|=+ Vet v4] 
r 


rumpfes dar; das zweite Glied V, + (Z— z)e/r ist das nicht Coulombsche 
Potential des Ionrumpfes, das aus der rdumlichen Ausdehnung des Rumpfes 
resultiert ; das dritte Glied in (3) ist durch (2) definiert. 

Die Eigenfunktionen, die in diesem Potentialfeld bestimmt sind, approxi- 
mieren die Eigenfunktionen der Metallelektronen nur dann, wenn man fiir 
diese mit einer geeigneten Methode das Pauli-Prinzip beriicksichtigt und so eine 
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grosse kinetische Energie sichert ; anderenfalls nahern sie die Eigenfunktionen 
der Rumpfelektronen an. Eine mégliche Lésung dieser Probleme ist die Orthogo- 
nalisierung der Eigenfunktionen der Metallelektronen auf die Eigenfunktionen 
der Rumpfelektronen[4]. Bei schweren Metallen kann man aber dieses Verfahren 
wegen mathematischer Schwierigkeiten nicht anwenden. Ein anderer Weg zur 
| Lésung ist statt des elektrostatischen Potentials V das modifizierte Potential 


V=VtO. (4) 


| einzufiihren und die Eigenfunktionen der Metallelektronen in diesem Potential- 
feld zu bestimmen. In (4) ist D der im ersten Teil erwahnte Operator, der durch 


i 


Abb. 4 Die effektive potentielle Energie der p-Elektronen : 
"ay 


Ze 
— ev! =| + Ve + Vy — volor* = ovt)| + 


Elektrostatische potentielle Energie : 


Z 
—eV=-—e [=+ v.+Vs| : 
r 


* 


bestimmt werden kann [2]. In Abb. 3 und 4 bezeichnet die ausgezogene Linie 
den Verlauf der effektiven potentiellen Energie —e VW’ + 11+ 1) a, /2r* 


Elektronen. Im gréssten Teil (mehr als 75%) der Elementarkugel 
bzw. p-Elektronen 


e 
ys 
| die mittels der Methode des »self-consistent field« berechnete Dichteverteilung 


fir s- bzw. p- 
ist die modifizierte potentielle Energie fir beide, also fiir s- 
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praktisch konstant. In diesem Gebiet ist die Lésung der mit dem Potential 
V’ aufgestellten Schrédinger Gleichung eine ebene Welle und gibt eine kon- 
stante Dichteverteilung. Demzufolge ist sie im gréssten Teil der Elementar- 
kugel »self-consistent«. V’ zeigt in der Kernnahe starke Schwankungen. Diese 
sind aber ganz unbedeutend, weil sie nur in einem kleinen Teil der Elemen- 
tarkugel stattfinden und in diesem Gebiet ist ausserdem V’ im Mittel nur 
wenig verschieden von dem auf das aussere Gebiet der Elementarkugel genom- 


menen Mittelwert von V. 


Die Bestimmung der kinetischen Energie 


Die Berechnung der Gitterenergie ist weitgehend analog zu der Methode 
von Gombds [5]. Ein Unterschied besteht nur in der Berechnung der kine- 
tischen Energie. Diesen wollen wir hier besprechen. 

Fir die Wellenfunktion eines Metallelektrons setzen wir die ebene 
Welle an 


beets 
yy = oa ei(f,r) (5) 


In (5) ist Q das Volumen der Elementarkugel und f der Wellenzahlvektor 
des Metallelektrons, der mit der kinetischen Energie durch die Gleichung 


1 
Ex{f) = : |E|? (6) 
zusammenhangt. 


Bei einem Elektronengas am absoluten Nullpunkt, fillen die Endpunkte 
der Wellenzahlvektoren eine Kugel gleichmassig aus. Der Radius der Kugel 
ist die grésste Wellenzahl k,,, die man sehr einfach bestimmen kann. Das Volu- 
men der Impulskugel ist 4p,,/3, wo 


h 
Pu = — fy (7) 
20 


den Betrag des maximalen Impulses der Elektronen darstellt. k 


* 


p ist der Betrag 
von f,,. Den Elektronen im Volumen @ entspricht also das Phasenraumvolu- 
men 24sp* /3. Die Anzahl der méglichen Zustande erhalt man durch Division 


mit h3/2. Da jede dieser Zustande 1 Elektron enthilt, folgt 


iD 3 
2 g Pe (8) 
h® 3 
und von (8) mit Hilfe (7) bekommen wir 
Qk 
i SEL 2p (9) 
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Hieraus ergibt sich mit Q = 47R°/3 und z= 3 


131 2,768 

jerpraeeng)| is i Ss 10 
agp ET sl! 

Die kinetische Energie der Metallelektronen setzt sich aus den folgenden 

| zwei Teilen zusammen : 

| 1. Mittelwert der kinetischen Energie der freien Metallelektronen. Fir 

diesen ergibt sich 


3 
Ex = xxv" = = 1,105 Peay ’ (11) 


3 2/3 
*K = To (320?) e? ay 
} ‘ 
i eine Konstante und 
3z 


v= 
4rR8 


die Dichte der z Metallelektronen ist. 

2. Die andere Halfte der kinetischen Energie ergibt sich aus dem Beset- 
Zungsverbot der Rumpfelektronenzustande. Wie wir im ersten Teil erwahnt 
haben, kann man bei der Berechnung der Energie die Energieerhéhung, die 
aus dem Besetzungsverbot der Rumpfelektronenzustande folgt, mit dem Opera- 
tor © bestimmen, und zwar ist diese der raumliche, auf alle Metallelektronen 
genommene Mittelwert von ®. 

Entwickeln wir (5) in eine Reihe nach Kugelfunktionen*, so ergibt sich 


pe = arg tt = Tg tind EO + Mitr) Pi (e089) (12) 


wo t, der zu einem Gitterpunkt gezogene Radiusvektor ist, weiterhin bezeich- 


net k=|tl, r= |t—t,| und 


in) = (FY "Sica: (13) 


Ji.12 ist eine Bessel-Funktion. 


Mit (1), (12) und (13) ergibt sich fir den raumlichen Mittelwert von ® 


DQ; =| pr Py dv = 


4 Siehe z. B.S. Fliigge und H. Marschall, Rechenmethoden der Quantentheorie, Springer, 
Berlin, 1949. S. 97. 
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2a? 


R R 
= yo { J Falke) g(r r dr +3 | Shia (br) [o?(r)— 089 (r) rar}, (14) 
Qk i) 0 


wo dv das Volumenelement ist. In (14) haben wir nur zwei Glieder erhalten, 
weil die anderen beim metallischen Aluminium wegen F' '— 0, wenn | > 2, ver- 
schwinden. Wenn wir den kinetischen Energiebeitrag aller Elektronen berechnen 
wollen, miissen wir in der Mittelwertbildung weitergehen und @, nach allen 
méglichen Wellenzahlen integrieren. Mit Hilfe von (14) bekommen wir dies 
folgendermassen. Nach (9) fallen in die Kugelschale mit den Radien k und 
k + dk 


S k? dk (15) 


Zustande, wenn k < k,, ist. Aus (14) ergibt sich mit (15) unter Beriicksichti- — 
gung von (10) 


R 
= yo{ | o°8()Sha (hur) — Joa (hur) Jone Bur) hur dhr) + 
: 0 (16) 
+ 3f [er () — of!) [8a (hur) — Spa bur Joyolhur) Vier d(hyr)f- 


0 


(16) gibt den Mittelwert von ® im allgemeinen fiir z Elektronen, also im Falle 
des metallischen Aluminiums fir drei Elektronen. Wegen der nur tabellarisch 
vorhandenen Funktionen @ und g, kann man (16) nur numerisch auswerten. 
Tabelle I zeigt die Werte von @e fir einige in die Nahe der Gleichgewichtslage 
fallende Radien. 

Wenn wir alle Metallelektronen als s Elektronen (also Elektronen mit 
kugelsymmetrischen Eigenfunktionen) betrachten wollen, bekommen wir fiir 
die kinetische Energieerhéhung der Metallelektronen, die aus dem Besetzungs- 
verbot der Rumpfzustande folgt, statt (16) den Ausdruck 


. 
Wx => ed Sere (17) 
In (17) ist 
Ix = 2 | 929 (r)r? ar (18) 
‘ i) 


eine Konstante. Das Integral kann man in der Umgebung der Gleichgewichts- 
lage statt auf Q auf den ganzen Raum ausdehnen, da o(r) mit wachsendem 
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r exponentiell abfallt und schon am Rand der Elementarkugel praktisch Null 
ist. In der Tabelle I haben wir auch die Werte von W, eingetragen. @e ist immer 
kleiner als W,, dementsprechend fihrt die Bericksichtigung der richtigen 
Struktur der Eigenfunktionen zu einer tieferen Gesamtenergie. 


Die Berechnung der potentiellen Energie 


Wir beginnen mit der Berechnung der Selbstenergie des Metallelektronen- 
| gases. Diese setzt sich aus der gegenseitigen elektrostatischen Coulombschen 
| Wechselwirkungsenergie der Metallelektronen 


2 
A tee Wee (19) 


| der gegenseitigen Austauschenergie der Metallelektronen 


E, = — 0,4582 AP 2 (20) 


| und der Korrelationsenergie zusammen, die man mit dem folgenden Nahe- 
rungsausdruck berechnen kann : 


2 
Ew = — 0,0172 z= —0,0577 #43 a (21) 
Q R 


Ausser diesen Energieanteilen hat man noch die Wechselwirkungsenergie 
des gleichmassig verteilten Elektronengases der Metallelektronen mit dem 
Ion in der Elementarkugel zu berechnen. In diesem Falle sind die Wechsel- 
wirkungspotentiale von der Wellenzahl unabhangig, wodurch die Berechnung 
in grossem Masse erleichtert wird. Den Mittelwert dieser Potentiale bekommen 
wir namlich durch einfaches raumliches Integrieren. Die Teile der Wechsel- 
wirkungsenergie der Ionen mit dem Elektronengas der Metallelektronen sind 
also die folgenden: die Coulombsche Wechselwirkungsenergie 


Ve= SS = (22) 


der punktférmigen Ionenladung z mit den Metallelektronen, und die aus der 
Eintauchung der Metallelektronen in die Elektronenwolke der Ionen resultie- 
; rende nicht Coulombsché elektrostatische Energie 


F 


uM 
We= Oh eR (23) 
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Bae. [ (Vick a } dr (24) 
J 


ist. In (24) haben wir das Integral statt auf Q auf den ganzen Raum ausge- 
dehnt, da der Integrand mit wachsendem t exponentiell abfiallt. 

Ausser diesen Energien hat man noch die aus der Austauschwechsel- 
wirkung der Metallelektronen mit den Rumpfelektronen resultierende Aus- 
ttauschenergie W, zu beriicksichtigen. Diese kénnen wir in der Form 


; 1 1 
Wa =S=—_— 3ze7I 4 Re bf at See 


(25) 
darstellen, wo 
Tr 
5 
I, i Xa | o}!3 (r)r? dr, 
3 e2 6 
3 18 x 3 (3\¥8 

a= (=) 4 r3 und Xa =] (=) @ dow (26) 


ist. r, bezeichnet einen Grenzradius, fiir den @ = Q5 = 0,002127/a,° die Rand- 
dichte des Thomas—Fermi—Diracschen Modells ist.® 

Die Energiesumme E, + W,. wurde mit der Madelungschen Methode 
fiir das flachenzentrierte kubische Gitter yon Fuchs [6] exact berechnet. Es 
ergibt sich fir das flachenzentrierte Citter der Ausdruck 


0,89586 27e7 


EC We=- 
c+ We R 


(27) 


der sich von der Summe von (19) und (22) um weniger als 0,5% unterscheidet. 
Bei dem metallischen Aluminium, wo z? = 9 ist, — also bedeutend grésser 
als bei Alkalimetallen — wollen wir diese Verfeinerung der Theorie durch- 
fihren und statt der Summe von (19) und (22) mit (27) rechnen. 


Die Gitterenergie und die von dieser ableitbaren Resultate 


Die Gitterenergie des metallischen Aluminiums ist die Energiemenge, 
die nétig ist, um das Metall in von eimander unendlich weit entfernte Al*+ 


5 Siehe z. B. P. Gombds, Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, 
Springer, Wien 1949. S. 313 f. 
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Tonen und Metallelektronen zerlegen zu kénnen. Die Gitterenergie des Metalls 
erhalt man als folgende Summe 


U(R) = Ex + e+ Ea+ Ew+ Wet+ Wa+ EO+ We. (28) 


Die Gitterenergie als Funktion von R ist in Abb. 5 dargestellt. 
In der Gleichgewichtslage besitzt U(R) ein Minimum, es ist also dort 


(29) 


eae 
dR jee 


Abb. 5. Gitterenergie U des metallischen Aluminiums in der Nahe der Gleichgewichtslage 
U und R sind in atomaren Einheiten angegeben. (Siehe Tabelle I.) 


Aus dieser Gleichung kann man Rj, d. h. den Wert von R in der Gleichgewichts- 
lage, berechnen. Mit Hilfe R, und der Gleichung 


Qo 13 
a= 2Ro (=) 
kann man auch den Gitterabstand a bekommen. 
| Nach Einsetzen von R, in den Ausdruck von U erhalt man Uj, die Gitter- 
| energie in der Gleichgewichtslage. Der Betrag von U, setzt sich aus der Subli- 
_ mationsenergie S und der Abtrennungsarbeit (Ionisationsarbeit) der Valenz- 
- elektronen von den freien Atomen zusammen. Hieraus lasst sich S berechnen, 
man erhilt 


S = |U,|— J, — J2— Js» (30) 
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wo J, = 5,97 eV, Jo = 18,8 eV und J; = 28,5 eV die erste, zweite und dritte 
Ionisierungsenergie des Al-Atoms bezeichnet [7]. 

Eine weitere wichtige Metallkonstante ist die Kompressibilitat x. In der 
Gleichgewichtslage erhalten wir x durch die Gleichung 


1 1 d2U 
oe | }, ‘i (31) 


x  120R, | dR? 


‘Die berechneten und beobachteten Werte von a, U,, S und ~ sind in Tabelle II 
angegeben. Die berechneten Konstanten stimmen sehr gut mit den beobach- 


teten iiberein. Dass die Ubereinstimmung zwischen den berechneten und be- 


obachteten Werten bei S schlechter ist als bei Up, folgt darays, dass sich S nach 
(30) als Differenz zweier grossen Zahlen U, und J, + J, + Js ergibt. 

Zum Vergleich haben wir Rechnungen durchgefiihrt, bei denen das 
Abstossungspotential fiir alle Elektronen dasselbe war, wie das fiir s Elektronen 
benutzte Potential F® = -y,0”/*. In der Tabelle III sind die mit diesem Potential 
berechneten iercitkccteeaval und einige im Verlauf der Berechnungen benutz- 
te Konstanten dargestellt. 

Wenn man die in den Tabellen II und III angegebenen Resultate vergleicht, 
ist zu sehen, dass die konsequente Behandlung der Metallelektronen zu Ergeb- 
nissen fiihrt, die mit den empirischen Konstanten besser tibereinstimmen. 
Der Grund dafir ist darin zu suchen, dass man durch die Benutzung des Opera- 
tors ® die Winkelabhangigkeit der Wellenfunktionen der Metallelektronen 
bericksichtigt hat. 

Es ware aber falsch, den Mittelwert des s- und Billecceheseecenme 
mit dem Gewichtsfaktor 2 und 1 zu bilden. Die Berechnungen, die wir mit 
diesen Gewichtsfaktoren durchgefihrt haben, ergeben fiir S dreimal so grosse 
Werte wie der beobachtete und auch fir a einen bedeutend kleineren Wert 
als der empirische. Naheres hieritber wollen wir in einer anderen Arbeit besprechen. 

Prof. Dr. P. Gombds méchte ich meinen besten Dank fir das Lesen des 
Manuskriptes und seine wertvollen Ratschlage aussprechen. 


TABELLE I 


Die berechneten Werte von ®e und Wx fiir das Metall Alals Funktion vonR. Die von uns 
benutzten atomaren Einheiten sind die folgenden: Einheit der Lange: a9, der kleinste Bohr- 
sche. Wasserstoffradius; Einheit der Ladung: e, die positive Elementarladung; Einheit der 
Energie : e?/a,, die doppelte Ionisierungsenergie des W asserstoffatoms fiir unendliche Kernmasse. 


R De WK 
2,8 1,1975 1,2884 
2,9 1,0858 1,1597 
3,0 0,9848 1,0475 
3,1 0,8939 0,9494 
3,2 0,8137 0,8631 
3,3 0,7439 0,7870 
3,4 0,6846 ; 0,7196 
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TABELLE II 


Beréchnete und beobachtete Werte einiger strukturunempfindlicher Konstanten des 
| metallischen Aluminiums.® 


4 
¢ U, a | S pd 

. kcal/mol A | kcal/mol cm2/din 

“ft 


! 
| 1281,6 4,17 | 54,8 0,74 - 10—"? 


; Berechnet .......... 


Beobachtet ......... | 1286,8 4.04 60 0.95 - 10—# 


TABELLE III 


Berechnete Werte von U,, a, S, x, sowie r, und die Integrale Je, JK und JA 
fiir Al. Bei diesen Rechnungen haben wir fiir alle Metallelektronen statt ® das Abstossungs- 


potential F° angewendet. 


Uy a s x | rg | JE | Jk i yA 
kcal/mol A kcal/mol em?/din | a a2 ag? | ay? 
{ | 
| 1248,0 | 4,33 | 21,2 | o1 -410—"4 1,91 | 0.6614 . 3.1425 | 0.8828 
‘al 
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O BAJIEHTHOCTH METAJIJIA AJHIOMMHHA 
P. Tammap 
Peswme 


ApBTop pasBUBaeT fasibile MeTOA TeopeTHyecKoro H3y 4eHHA WIeOUHLIX H UleOUHO- 
3eMeJIBHbIX MeTAJIJIOB, panHpiit TomOauiem. Tipu nomouM MpHBexeHHoro B cTaTbe MeTowa cTa- 
HOBHTCA BOSMOXKHHM Mocse10Ba TeIbHOe TeopeTHYecKoe OnpefeseHHe CBOMCTB CBASH MeTaIOB 
¢ BaleHTHOCTbIO Bbile ABYX. Kak mepBoe mpHmeHeHHe TeopHi paccMaTpHBaeTcA MeTAJII 
amoMBHH. PacueTHble H 9KciepHMeHTaJIbHble 3HaueHHA OCHOBHBIX MOCTOAHHDIX MeTaJIJIOB 
xopowio corjacyloTca. 


ZUR NUMERISCHEN BERECHNUNG 
DER POLARISATIONSENERGIE 


Von 
J. I. HORVATH 


INSTITUT FOR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, DEBRECEN 
(VORGELEGT VON P. GOMBAS. — EINGEGANGEN 28. XII. 1951) 


Es wird die von Gombds und Neugebauer angegebene Approximationsmethode fir die- 
Berechnung der Polarisationsenergie des Halogenwasserstoff-Molekiils besprochen, und es wird 
fiir das. in dem Ausdruck der Polarisationsenergie auftretende Impropriusintegral eine Approxi- 

_ mationsformel abgeleitet. 


1. Bei der Berechnung der Polarisationsenergie quantenmechanischer 
) Systeme pflegt man von der wohlbekannten Formel der zweiten  stérungs- 
| theoretischen Naherung 
4 


_. H,(i,k)H, (ki) 
Be 2 holli) Z 


k 


/ auszugehen, wo 


Hy(k.i) = { ptVy; de (2) 


und V die Stérungsfunktion ist [1]. Z. B. im Falle eines halogenhidridschen 
Molekiils, wenn R den Protonenabstand und r die Abstande der Elektronen 
von dem halogenen Atomkern bedeutet, ist die Stérungsfunktion : 


1 1 gl 


V= 
VR? + r2?— 2rR cos 0 


(3) 


Nach einer einfachen matrizentheoretischen Umformung kann E, in der Form. 
1 , 

i loraema { Hi(i,i) — |A,(i.i)?? } (4) 

| v 


/ geschrieben werden, wo wir statt der im Nenner auftretenden einzelnen Eigen- 
| frequenzen nach Gombds und Neugebauer einen Mittelwert derselben einfihren 
| Kénnen, der aus der empirisch bekannten Polarisierbarkeit des halogenen 
Atoms bestimmt werden kann. Weiterhin haben wir noch die Integrale 
ia 
, H(t.) = f viVyi dt (5) 


| 
- 
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Hy(i,it) = [yiV2y; dr 


zu berechnen. 

Zur numerischen Berechnung dieser Integrale haben Gombds und Neuge- — 
bauer eine sehr interessante Methode angegeben. Sie haben die Stérungsfunktion | 
nach Kugelfunktionen entwickelt und, nach der Beriicksichtigung einiger 
wohlbekannter Relationen der Kugelfunktionen, leiteten sie fiir unsere Matrizen- 


elemente die folgenden Formeln ab 


scene 1%) 17 | 
H,(i,i) = |= r—=| U(r) dr (7) 
R R | 
bzw. 
co R 
1 1 : 
= : rt U(r) dr + 
Hy(i,i) 2 ea gin) (r) a 
! 2 | es | OO) a, ee 
i=o 21+ 1 J p2it2 R lea Ry, 
wo 
U(r) = 4ar2 yi y; 
ist. 


In Wirklichkeit werden, bei den numerischen Ausrechnungen von H;(i, i), 
nur einige Glieder der Reihenentwicklung berechnet und, weil die aufeinander 
folgenden Glieder annaherungsweise im Verhaltnis von 1/3, 1/2, 2/5,. . . abnehmen, 
so kénnen wir die fehlenden Glieder der Reihe durch eine ahnliche unendliche 
geometrische Progression ersetzen, deren Quotient durehschnittlich das geo- 
metrische Mittel der Verhaltnisse der nacheinander folgenden Reihenglieder ist. 

2. L. W. Heywang hat mir noch im Jahre 1949 die Idee gegeben, die 
exakt durchfiihrbare Integration nach 6 zu berechnen, um die Entwicklung 
nach Kugelfunktionen und die darauf folgende, ziemlich unsichere Extrapolation 
mit Hilfe einer geometrischen Reihe zu vermeiden. Die Gombds— Neugebauersche 
Rechnungsmethode ist sehr bequem fiir numerische Rechnungen, und sie ist 
physikalisch viel interessanter, da das Dipolmoment, das Qadrupolmoment, usw., 
aus den nacheinender folgenden Gliedern der Reihenentwicklung unmittelbar 
berechnet werden kénnen ; doch ist die Heywangsche Kritik, wie wir das gleich 
sehen werden, weitgehender begriindet, als ich es damals, ebenso wie Herr 
Hevwang, gemeint habe. Das hangt mit dem Folgenden zusammen : 
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Um die Formelo (7) und (8) ableiten zu kénnen, haben Gombds und 


| Neugebauer die Funktion — nach Kugelfunktionen entwickelt : 
oO 


co ri 


DS, —-Pi(cost) -F<R 
1 1 a ea 
as — (9) 
LY R? + r?— 2rR cost = 
Ri 
pa ri¢l * P{(cos 2) esi 
i=0 


Wenn diese Reihen in die Formeln (5) und (6) eingesetzt werden, kénnen wir 
| die zitierten Resultate (7) und (8) erhalten. Nun kommt aber — von mathema- 


tischer Hinsicht aus betrachtet — eine Konvergenzschwierigkeit vor. Es sind 
namlich die beiden Reihen in der Gléichung (9) fiir r = R divergent. Natiirlich 
ist es — wie wir das gleich sehen werden — nicht problematisch, dass die 


Matrizenelemente (5) und (6) existieren, doch kann es zweifelhaft sein, ob die 
Reihen (7) und (8) den richtigen Wert darstellen, was die berechnete Energie 
einigermassen fraglich macht. 

3. Zuerst wollen wir beweisen, dass die Matrizenelemente (5) und (6) 
existieren. ; 

Durch die Einsetzung der Stérungsfunktion (3), erhalten wir die folgenden 
Resultate 


Coy mel R 
H,(i.i) =5 eal Sa ae = { U(r) ar. 
o +, VR? + r2— 2rRx 6 
bzw 
co +1 +i r 
He (t.2) = ; i J ~ eve dr. dx : | | ee Me hay dx + 
23 ¥ R? + r?— 2rRx R; sa VR?+ “ELD ee 
; iy U(r) dr 
sa J (r) 


Um den Beweis fiihren zu kénnen, haben wir offensichtlich nur die Existenz 


der beiden Integrale 


oe UTE de. (10 


Sin ¥ Re? + r?— 2rRx 
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bzw 
co +1 . 
i= [| cient A Rama Par (11) 
Bp re aE 


festzustellen, wo f(r) eine im ganzen pi ctientbonitoraiere stetige und. positive 
Funktion ist, fiir welche f(r)! = Ce ar gilt. 

a) Der Integrand von J, hat fir r = R undx = +1 eine sinpulare Stelle, 
wir haben also den Grenzwert 


jim G(e,T) = G* | (12) 
70 
abzuschatzen, wo 
+1 
Cer) = | wee) a (13) 


/, V(R + ce)? + R?— 2R(R + &) (x —7) 


und |f(r)| = Ce=4", weiterhin R > 0 sind. Da 
= cess if 2 2 hm 
IG(e,z)| = aR: ps a VR + 6 + R? + C2R(R + &)(1 +7) 


—V(R+ et + R?— 2R(R + #) (1-2) 


ist und 


—AR 
lim |G(e,7)| = 2 mal ; 
e—0 R 


z1—=0 


Aaben wir die Existenz von. J, festgestellt. 
b) Im Falle des Integrals J, miissen wir zunachst die Integration nach 


x durchfihren : 


1 


eR? + 73) eRe 2rR R—r 


und dann haben wir zu zeigen, dass das Integral 
eS (fo log. (R + r)? dr + (15) 
5 2rR \ 


PRET PER EL > ne ae 
+ lim | -- log(R—r)dr+ | aa oer Ay ary 


20 
R+e 
existiert. Vor allem wollen wir bemerken, dass — in dem uns interessierenden 


Falle — auch die Funktion Str) welche in ihrem Definitionsbereich eine stetige 
wae 


t: 5 
fren at LE ag (Ar a 
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Funktion ist, fir r = 0 keine singulare Stelle hat und fiir r—> oo wenigstens 
wie e”" abnimmt ; damit bietet der Grenziibergang an der unteren und oberen 
Grenze des Integrals kein Problem. 

Um auch die Existenz der beiden Limites in (15) fir r = R feststellen 
zu kénnen, wollen wir darauf hinweisen, dass in dem abgeschlossenen Intervall 
[R,R’] — wo R<R’ < co ist — zu jedem willkiirlichen 56> 0 immer ein 

_ Polynom 


P(r) = a) + aur +... + anr” 


derart bestimmt werden kann, dass die Ungleichungen 
pr) — 8 ID) sr) +6 


fiir jedes r €[R,R’] gelten. Wir kénnen also schreiben, dass 


co R’ 2 
J t(r) log (r —R) dr\ = J p(r) log (r — R) dr | | Li ee (r— R) dr 
R+e y: R+e | s | 


ist. Das zweite Integral hat, nach unseren Voraussetzungen einen endlichen 
Wert; wir brauchen also nur das erste abzuschatzen. Diese Abschatzung 
liefert keine weiteren Schwierigkeiten. Setzen wir namlich das Polynom p(r) 
ein und integrieren wir gliedweise, dann lasst sich nach unmittelbarer Integration 
fiir die einzelnen Glieder die folgende Rekursionsformel ableiten : 


i 


oe ri ri ( 
eee ia — Pilon le 8) 1] eel Een 


i 


+R)+ 


ae m ; Rfri- log (r — R) dr. 
Das bedeutet aber, dass alle Glieder des fraglichen Integrals entweder offensicht- 
ich endlich sind, oder den Faktor 
(r — R) [log (r — R) — 1] 
enthalten, der fir r — R = e—> 0, wegen 


lim eloge=0, 

&—-0 
den Grenzwert Null besitzt. Damit haben wir aber bewiesen, dass auch das 
Integral 

AR 1S) 
ist. w. z. b. w. 
4. Nachdem wir yzezeigt haben, dass die, im Ausdruck fiir die Polarisations- 

energie vorkommenden Integrale existieren, ist es noch problematisch, wie 
weit die von Gombés und Neugebauer angegebene Annaherung anwendbar ist. 


ell an 


Ae 
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__ Es ist — von heuristischer Hinsicht aus — physikalisch offensichtlich, 
dass die héheren Glieder der Reihen (7) und (8), die die héheren Multipol- | 
komponenten angeben, vernachlassigbarerweise klein sind, somit sind sie fur 
uns bedeutungslos. Nach der Gombds—Neugebauerschen Methode berechnet 
man nur einige Glieder und das Restglied wird durch eine angenaherte geo- 
metrische Reihe approximiert. Ungliicklicherweise infolge der Konvergenz- 
schwierigkeit ist es sehr schwer abzuschatzen, wie viele Glieder bei der Durch- — | 
fiihrung der numerischen Rechnungen in Wirklichkeit berechnet werden miissen. — | 

Um diese Probleme zu entscheiden und um die Abschatzung der Gombas— 
Neugebauerschen Methode anzugeben, werden wir die Rechnungen im Falle | 


des Integrals 1 
te OrRe- | 
ps ries piltale sua oie (16) 
a ee aaa | 


welches, wie wir gesehen haben, allein fraglich ist, mit Anwendung der beiden 
Methoden durchfiihren. 1h 
Durch die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen kénnen wir fir — 


J den Ausdruck 


aye ar bef 
= . = 2i+1 — 
I= Bay roa wate 
ra 4 (17) 
gaa } 
oe I Breit i 


ableiten, welchen wir numerisch bis zum fiinften’ Glied berechnen wollen. Der 
obenerwahnte durchschnittliche Quotient ist 0,35580, fiir das Integral erhalten 
wir den Wert 1,88406. i 

Wenn wir nun in J die Integration nach x direkt ausfiihren, haben wir — 


noch das Integral 


¢ Rr)? 
Jia serat Loe dr 18 
} laa) (18) 
nach r zu integrieren, dessen Integrand fiir r = R eine singulare Stelle besitzt. 
Wir wissen aber aus dem vorigen Abschnitt, dass das Integral trotzdem integrier- i 
bar ist. Nach einfacher Umwandlung kénnen wir den Ausdruck : 


ies) R-w co | 
J=2f er tog (R +r) dr—2 [ ef log(R—r)—2 |e log(r—R) dr—_ 
0 0 Rw hy 
Ree R+w . i ‘ 
—lim 2 e— log (R — r) dr+ | e— log (r — R) i (19), 
e—0 late Ree 
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ableiten. An der singularen Stelle kommen nur endliche Ausdriicke und Grenz- 
werte, die die Form 


lim cr log t = 0 
0 


haben, vor. Um die Rechnungen explizit durchfiihren zu kénnen, haben wir 
die Funktion ¢" in dem Interval (R — w, R + w) durch eine Parabel zweiter 


) Ordnung zu approximieren, wodurch der Integrand analytischerweise integriert 


werden kann ; doch ist die Abszissendifferenz so klein, dass diese herangezogene 


| Approximation vollkommen zutreffend ist. Somit erhalten wir fiir den Limes 
\ den Ausdruck : 


w{|5 (w? —3R(w— R)) + 2Rb + 2c | (log —— 1) (R w)} 


Unsere numerischen Rechnungen haben fiir J jetzt das Resultat 1,76419 


_ergeben, welches um 6,79 °/) kleiner ist, als das mit der Gombds— Neugebauerschen 


Methode berechnete. 
Wir kénnen also feststellen, dass die Berechnung des Integrals J mit 


| Hilfe der Reihenentwicklung — da die Polarisationsenergie in den praktischen 


Anwendungen nur eine kleine Korrektion angibt — in den praktischen numeri- 


_ schen Rechnungen zutreffend ist. 


5. Wie man sogleich einsieht, hat diese Approximationsmethode den 
Vorteil, dass das Integral in dieser Form durch einen exakten Grenziibergang 
berechnet werden kann, und somit miissen wir keine mathematisch unvollkommen 
begriindete Uberlegung zwangsweise anwenden. 

Jum Schluss wollen wir noch bemerken, dass ein Teil des Fehlers bei der 
Berechnung der Polarisationsenergie (4) automatisch ausfallt, doch wird die 
Polarisationsenergie durch die hier angegebene Korrektion einigermassen nach 
guter Richtung beeinflust. 
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ZUR WELLENMECHANISCHEN THEORIE 
DES HCl MOLEKULS 


Von 
ZS. NARAY 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UN{VERSITAT, BUDAPEST1 
(VORGELEGT VON P. GOMBAS — EINGEGANGEN 28. XII. 1951) 


Es wird mittels eines auf die Variationsrechnung zuriickgehenden Storungsverfahrens 
eine Theorie des HCl Molekiils entwickelt, ohne Zuhilfenahme empirischer oder halbempirischer 
Parameter. Die Rechnungen fiihrten wir mit den Annahmen des Ionenmodells durch. Zur 
Priifung des Verfahrens berechnen wir die Dissoziationsenergie, den Kernabstand und die 
Eigenfrequenz des Molekiils. Die Resultate sind mit den entsprechenden empirischen Werten 
in guter Ubereinstimmung. 

§ 1. In Bezug auf die Theorie des HCl Molekiils machten zuerst M. Born 
und W. Heisenberg [1] iiberwiegend vom quantentheoretischen Standpunkt 
ausgehende Feststellungen. In ihren Untersuchungen benutzten sie den 
von Lorentz-Lorenz formulierten Zusammenhang zwischen der Molrefraktion 
und der Polarisierbarkeit. Auf diese Weise war aus den Messergebnissen 
der Refraktionskonstante die Polarisierbarkeit des C1~-Ions bestimmbar. Mit 
der Letzteren liessen sich der Energieausdruck und die Konstanten des Molekiils 
bestimmen. Ihr Verfahren, das in einigen Hinsichten empirische Daten bzw. 
vereinfachende Annahmen enthalt, gibt mit der Erfahrung gut iberéinstim- 
mende Ergebnisse. 

Als Fortsetzung der Arbeit von M. Born und W. Heisenberg wurden 
in ihrem Grundsatz auf der Quantenmechanik beruhende Untersuchungen von 
J.G. Kirkwood [2] angestellt. Das von Kirkwood entwickelte Stérungsver- 
fahren erméglicht im Falle eines homogenen Perturbationspotentials die 
Ermittelung, der Stérungsenergie mit Hilfe der Variationsrechnung. Jedoch 
kann fan bei der Anwendung des Verfahrens zum Behandeln des Problems 
des HCl-Molekiils, den vom Proton am Cl--Ion verursachten Polarisations- 
effekt nur in erster Naherung in Betracht ziehen. In den Untersuchungen 
wurden zur Beschreibung der Elektronenverteilung des ungestérten Cl-Ions 
Slatersche Eigenfunktionen angewendet. 

Ein den wirklichen Verhaltnissen besser entsprechendes Polarisations- 
potential wurde bei den Untersuchungen von P. Gombés und Th. Neugebauer [3 ] 
benutzt. In ihrer Arbeit nehmen sie an, dass der in der vonihnen zur Berechnung 
des von der elektrischen Feldeinheit induzierten Dipolmomentes frither [4] 
angegebenen Formel auftretende Frequenzmittelwert auch bei inhomogener 


1 Jetzt im Zentral-Forschungsinstitut fiir Physik der Ungarischen Akademie der 
Wissenschaften, Budapest. 
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Stérung als gute Annaherung zu betrachten ist. Bei Verwendung des erwahnten 
Zusammenhanges lasst sich mittels der, von L. Pauling [5] angegebenen, Pola- 
risierbarkeit des Cl-Anions der Frequenzmittelwert bestimmen, und die Stérungs- 
rechnung durchfiihren. Die mit der oben geschilderten Berechnungsweise der 
Polarisationsenergie ermittelten Konstanten des HC1-Molekiils sind mit den 
Messergebnissen in guter Ubereinstimmung. Zur Beschreibung des ungestérten 
Zustandes des Cl--Ions wurden die von D.R. Hartree [6] mit der Methode 
des self-consistent-field-s berechneten Eigenfunktionen angewendet. 

Die von P. Gombés und Th. Neugebauer durchgefihrten Rechnungen 
wurden von J. I.,Horvdath [7] mittels der inzwischen erschienenen Hartree-Fock 
Eigenfunktionen [8] wiederholt. In einer weiteren Publikation [9] schlagt 
J. I. Horvath ein von dem Gombas-Neugebauerschen teilweise abweichendes 
Verfahren vor, in dem bei der Berechnung der Polarisationsenergie der Frequenz- 
mittelwert der L- und M-Elektronenschalen, mittels der teilweise empirischen 
Polarisierbarkeiten des Cl-Anions bzw. des C1’*-Kations einzeln bestimmt wird. 

§ 2. In den folgenden Untersuchungen michten wir die Theorie des HC1- 
Molekiils ohne Zuhilfenahme empirischer oder halbempirischer Parameter ent- 
wickeln, mit einer héheren Annaherung des Polarisationspotentials. In unseren 
Rechnungen gehen wir von den | ekannten Annahmen des Jonmodells aus, 
das heisst, wir denken das HC1-Molekiil aus einem Proton und einem Cl -Ion 
aufgebaut. Statt der erwahnten Voraussetzung kann natiirlicherweise das 
Molekiil auch aus dem neutralen Cl-und H-Atom mittels der, z. B. mit dem 
Heitler-Londonschen Verfahren berechneten, Wechselwirkung aufgebaut werden. 
Das Resultat der vom Ionenmodell ausgehenden Rechnungen steht dem Letz- 
teren offenbar nahe, nachdem ein 3p-Elektron des Cl-Anions infolge der Anzie- 
hung des Protons sich in der Nahe desselben aufhalt. Diese Annahme wird mit 
dem aus den Messungen bekannten auffallend kleinen Dipolmoment des HC1- 
Molekils bestatigt. 

Auf Grund des Ionenmodells kann man die Bindung des Molekiils als. 
Erfolg zweier Wirkungen auffassen. Einerseits tritt die Anziehung der ver- 
schiedenen punktférmigen Jonenladungen und die Abstossung der beiden 
Kernladungen auf, nachdem bei dem Eindringen des Protons in die kugel-. 
symmetrische Elektronenwolke des Cl-Anions der Kern desselben immer 
weniger von seinen Elektronen abgeschirmt wird. Anderseits, um den wirk- 
lichen Verhaltnissen genugzutun, muss man die infolge der Anwesenheit des. 
Protons auftretende Polarisation der kugelsymmetrischen Elektronenverteilung- 
in Betracht ziehen. Dementsprechend lasst sich die Wechselwirkungsenergie E 
einerseits aus dem ausder kugelsymmetrischen Ladungsverteilung berechneten E,- 
anderseits aus der Polarisationsenergie Ep in der Form 


E = Ex Ee ; (1) 


zusammensetzen. 
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Das erste Glied der Gleichung (1) kann man in einer fir numerische 
Rechnungen geeigneten Form schreiben : 


6 
Z—{U(r)dr = 
U 
cay etal AD ae, (2) 


wo Z die Kernladung des Cl--Ions, U(r) die totale radiale Elektronendichte 
desselben, endlich 56 den Abstand der ruhenden Kerne bedeutet. U(r) wurde 
den Tabellen von D. R. Hartree und W. Hartree [8] entnommen. 

Die Ergebnisse der Auswertung der Gleichung (2) sind in Tabelle 1 zusam- 
mengestellt. Es ist aus Tabelle 1 sichtbar, dass wir bei den in Hinsicht auf die 
wahrscheinliche Gleichgewichtslage in Frage kommenden Werten von 6 die 
Differenz von zwei Zahlen, die in ihren ersten Ziffern gleich sind, bilden miissen. 
Der eine Wert der beiden enthalt die, mit den von Hartree tabellenférmig 
angegebenen Elektronendichten gebildeten, Integrale, deren Betrag folglich nur 
mit einem numerischen Verfahren zu bestimmen ist. Da die Genauigkeit der 
Letzteren die Zahl der richtigen Ziffern in der dritten Zeile der Tabelle 1 bestimmt, 
ist die numerische Quadratur mit der grésstméglichen Genauigkeit durchzufiihren. 
Um dies zu erzielen, haben wir das Newton—Cotessche Integrationsverfahren 
angewendet, und erginzten mittels einer graphischen Interpolation die von 
Hartree angegebenen Werte. Bei der Bestimmung der richtigen Ziffern in der 
Tabelle 1 nahmen wir die von Hartree angegebenen Werte als exact an. 

Bei der Berechnung der Polarisationsenergie folgen wir der von H. Hell- 
mann [10] entwickelten, auf das Variationsverfahren zuriickgehenden, Methode. 
Dementsprechend setzen wir die gestérte Eigenfunktion des Cl-Anions bei 
einer bestimmten Gleichgewichtslage 6 der Kerne in der Form 


pilr;,%;) = wor(ri) (1 + w (7, 9;)] (3) 


an, WO wp; mit der von Hartree angegebenen radialen Eigenfunktion Ry; im 
folgenden Zusammenhang steht 

Ro; = (42)? poi(ri)ri 
und w(r;, 0;) die vom Proton verursachte Stérung beschieibende Funktion ist,. 
welche die in der Formel (3) definierte Eigenfunktion den Rand- und Stetig- 
keitsbedingungen geniigen lasst. Fiir w(r;, 0;) machen wir, um die Variations- 
rechnung leicht durchfiihren zu kénnen, den folgenden Ansatz : 

w(r;,0;) = Av(r;, 9;) (4) 
wo v(r;,0;) eine mit dem Polarisationspotential u(r,,0;) des Protons ganz oder 
teilweise iibereinstimmende Funktion, und A ein Variationsparameter ist. 
Der Ansatz (3) der gestérten Eigenfunktion wird einigermassen durch die 
allgemeine Stérungstheorie gerechtfertigt [11]. 
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Mit der Eigenfunktion (3) und dem Polarisationspotential des Protons 
lasst sich die Gesamtenergie des Systems in die Form 


x fy?Hy; dt; 
1 eee meet (5) 
L fp; yj dr; 


schreiben, wo H den Hamilton-Operator des gestérten Systems bedeutet. Nach 
einer geeigneten Wahl der v(r,,0) Funktion, mit dem Coulombschen Potential _ 
des Protons kénnen wir mittels Gleichung (5) die Gesamtenergie als Funk- 
tion von A darstellen. Die Bestimmung des Variationsparameters geschieht _ 


os = 0. Wir bemerken, dass das in jeder 


Hinsicht konsequente Vorgehen die Variation der ganzen w(r;,;) Funktion | 
ware, jedoch wiirde dies zu einem der Schrédinger-Gleichung aequivalenten 
Variationsproblem fihren. 

Aus der Formel (5) fiir W, wenn wir das von uns bereits berechnete 
Energieglied FE, abtrennen, erhalten wir fiir die Polarisationsenergie 


mit Anwendung der Gleichung 


N N 2 

[, 2, fysiuepoidr; = © Svoimpord ti J poirpord | e 
Bp BSD; Sear tents Nil et at 
* Spor gradjvyo; dr; 


wo N die Zahl der Elektronen des Cl--Ions, e, die Elementarladung, und a, 
den kleinsten Bohrschen Wasserstoffradius bedeuten. 


Th 9i 
O O 
Gin pike 
Fig. 1. 


Fir das Stérungspotential erhalten wir mit Hilfe der in Fig. 1 definierten 
Beziehungen 


1. t 1 1 
16( 0700) = on te | ee ri 
(e8) e a} ( Vr;2 + 0? — 26r; cost; 5] ‘ 7) 


Die Formel (7) ist, — von einem konstanten Glied abgesehen, — mit dem 
Polarisationspotential des Protons gleich. 


cn 
© 
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Die Formel (7) kann man zur bequemeren Ausfihrung der in (6) auftre- 
enden Integrationen nach Legendreschen Kugelfunktionen entwickeln. So 
thalten wir die folgenden Gleichungen : 


paps Tr; \ 
| 5 Pofeosi)( “) > wenn |r;| <6, 


| u (Qj, 6) = (8) 
E wil £ $ P,(cos a) (2 ht ee wenn !r;|.> 6. 

) Ti peo 0 

| Das Polarisationspotential u(g,,6) wird an der Stelle des Protons singular, 


jwenn wir also v(Q;,6) gleich u(g;,6) setzen, wird unser Integral (6) divergent. 
Obwohl unser Ansatz (3) zwar formal durch die allgemeine Stérungsrechnung 
anterstiitzt ist, steht uns jedoch die Wahl der Funktion v( 9,6) einigermassen frei. 
Deshalb setzen wir die Funktion v(Q;,5) so an, dass sie mit Ausnahme 
der Singularitatsstelle mit dem Potential u(g,,6) gut iibereinstimmt. 

Wie es sich leicht zeigen lasst, ist mit diesem Ansatz die Konvergenz 
der Gleichung (6) gesichert. 


So ist es zweckmassig die Funktion v(Q;,6) ahnlich dem Vorgehen bei 
dem Protonpotential nach Kugelfunktionen zu entwickeln, jedoch in der 
Reihenentwicklung nur eine endliche Anzahl m der Glieder beizubehalten. 
Dann wird diese Reihe 


m 
£0 > P,(cos9;)({)", wenn |r| <6, 
Se eee ae (9 
Dv Oi> mn) = 
v 4 
=>’ P,(cos @;) (=) =a wenn |r;| > 6 


unseren Forderungen hinsichtlich der Funktion v(g;, 5) geniigen. 
Nach Einsetzen der Funktion v'(g,,6,m) in die Gleichung (6) erhalten 
wir fiir die Polarisationsenergie 


Ep (d,m) Fe (6a) 


N N 2 
fe. fyoiv’? (0:,6,m) po: dt; — i, {poi 4(01.5)poi 47; Spoiv’ (Qi.5,m) poi dri| e 


~ Yer ag 
2, Soi grad; v'(0;,5,m)y 9; 47; 


Die Gleichung (6a) kénnen wir zu numerischen Rechnungen benutzen, 
da nach dem Einsetzen der Funktionen v'(9;,5,m) bzw. u(g;, 5) in die Gleichung 
(6a) die Integration nach 6, durchfirbar ist. 
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Im ersten Glied der Klammer des Zahlers von (6a) mit Zuhilfenahme der 


Orthogonalitatsrelation der Kugelfunktionen 


2 


7 
' P2(cos 0;) sind; do;. = , 10 
: p( i) sind; i Qp+] ( ) 
erhalt man den folgenden Ausdruck : 
N 
,0,m dt; = y ri? 7) yo; dri + 
= | vii0'2( (oi poi dt; pip ae ‘(Op ey +h» jvs oi Ti Yoi 27; 
(11) 
co co m co 
> a > 62+ 1) : 
= } voir? poi dr; — 26 | voiriwoi dr, + > 7 | vi 7 » ak an]. 
é é pel 2p 


Mit einem ganz ahnlichen Vorgehen lasst sich'das zweite Glied der Klammer 
im Zahler von (6a) umformen. 


N 
os | voit Qi.) Poi d-;| pov’ (o1.8.m) po: dt; = 
i=] 


= ON co 


if 2 
>| J woiripo: dr; — 3 J voriveidr: | ° 
CH) 6 


= lox? (12) 


Bei der Berechnung des Nenners der Polarisationsenergie-Formel kann 
man die Integration mit (10) und der bekannten Differentialgleichung der 
Kugelfunktionen 


v(v + 1) Py— 2€;P,— (i —1) Po = 0 (13) 


durchfihren. In der Gleichung (13) benutzten wir die Bezeichnungen §€ ;, = cos 0; 
baw. PO — — Endlich erhalten wir 


Pua | Poi grad? v'(9;,6,m) po; dt; = 
(=! 


‘y 1 
a eo > Sib ae l voit or ary + S Sw 19a | vesaoe ITD) Poi dr, 


i=l ps=l i=l p=0 (14) 


So haben wir alle Ausdriicke, die zur numerischen Berechnung der 
Polarisationsenergie nétig sind, ermittelt. Es ist erwahnenswert, dass die Pola- 
risationsenergie bei einem bestimmten ungestérten Zustand nur eine Funktion 
von v'(g;,6,m) geworden ist, bzw. wenn man fir die letztere die Reihenent- 
wicklung (9) wahlt, ist (6a) bei einem bestimmten 6 Wert nur von m abhangig- 
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Die Integration nach r; fahren wir numerisch mittels des Newton- 
Gotesschen Integrationsverfahrens durch. Betreffend der bei der Berechnung 
ler einzelnen Integrale erreichbaren gréssten Genauigkeit sind die in Ver- 
»oindung mit der Auswertung der Gleichung (2) erwahnten Feststellungen 
yiiltig. Es muss jedenfalls bemerkt werden, dass die bei den Werten m > 3 
jmftretenden Integrale, in denen eine hohe (positive oder negative) Potenz 
yon r; zu mitteln ist, mit einem zunehmenden Integrationsfehler behaftet sind. 

Die Resultate der numerischen Auswertung der Gleichung (6a) fiir die 
Werte m = 1, 2,3 sind in der Tabelle 1 mit der Energie E, entsprechend der 
gleichung (1) summiert und zusammengestellt worden und in der Fig. 2 
wfgezeichnet. 


TABELLE 1 


| ig eal 7 a, Einh. 


2,2 2,4 Me) 2,6 2,8 3,0 
Energie in e/a, Einh. | 
Zs 7.7272| 7,0833| 6.8000| 6.5385| 6.0714| 5,667 


hs gro"! jue. 


7,929) | 7,329 | 7.059g| 6,806,| 6.3484] 5.9465 


Ex (8) —0,201g | — 0,246 | — 0.259, | — 0.2673 | — 9.2779 | — 0,279, 
= Ex(8) + Ep(8,1) | — 0,308, — 0,365, — 0.3794 — 0.3855 — 0,386, | — 0,377. 
= E;(8) + Ep(8,2) | —0,375g | —0,4259 | — 0.435, | — 0,438, | —0,43]q | — 0.4155 

E, = Ex(8) + Ep(6,3) | —0,3872 | — 0.434, | —0,443g | — 0,445, | — 0.437 | —0.42]g 


Aus den in Tab. 1 angegebenen Werten der Bindungsenergie E ergibt 
sich durch numerische Interpolation der dem Gleichgewichtszustand ent- 
sprechende Kernabstand 6,,,..,, bzw. die theoretische Dissoziationsenergie Ejj¢o;- 
Letztere sind mit den entsprechenden Messergebnissen in Tab. 2 zusammen- 
gestellt. Wie aus Tab. 2 zu ersehen ist, ist die Abweichung der berechneten 
Gréssen von den empirischen Werten 14% bzw. 6% 


TABELLE 2 


i 
| Empirisch | Theoretisch 


Kernabstand in A Einh. | 1,271 1,35 


Dissoziationsenergie in eV Einh. 14.1 | 12.2 


1 Dieser Wert ist Landolt—Bérnstein [12] entnommen. 
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Man muss erwahnen, dass die Messdaten sich auf die Dissoziation des 
Chlorwasserstoffs in ein neutrales H- und Cl-Atom beziehen. Die auf Grund 
des Ionmodells berechneten Resultate sind daher mit dem empirischen nur 
mittels eines hypotetischen Kreisprozesses zu vergleichen!. Das von uns als 


Messergebnis angegebene Resultat der Bindungsenergie wurde mittels des — 


erwahnten Kreisprozesses berechnet.. 


0.58 


044 


~046 


Fig. 2. 


Wie aus der Tab. I und der Fig. 2 zu ersehen ist, andert sich die Pola- 
risationsenergie nur wenig, wenn wir von m= 2 zu m = 3 ibergehen. Dies 
scheint mit der Anderung des Potentials v'(g;,5,m) in Widerspruch zu sein. 
Jedoch steht die Zunahme des Mittelwertes von v'(0;5,m) mit der Abnahme 


von A im Zusammenhang, so dass sich zu jedem m ein A bestimmen lasst. 
Die Differenz 


Ep(6,2) — Ep(5,1) 


1 Ausfihrliche Beschreibung siehe z. B. J. I. Horvath [7]. 
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ist gross, da die mit m = 2 gebildete gestérte Eigenfunktion unseren Annahmen 
besser entspricht. Dagegen scheint die Kleinheit der Differenz 


Ep(6,3) — Ep(65,2) 


jzu zeigen, dass die Verbesserung der gestérten Eigenfunktion (in der von uns 
einigermassen willkirlich angesetzten Form), wenn wir von m= 2 zu m = 3 
jiibergehen, unwesentlich ist. Man muss betonen, dass, wie auch aus dem Oben- 
erwahnten zu ersehen ist, der m —oo Ubergang nach dem er keinen physi- 
| soctatg Grund hat keineswegs zwangslaufig ist, und so in unserem Ver- 
fahren keine Konvergenzschwierigkeiten auftreten. 
| Mit Hilfe der obigen Resultate ist es méglich, den in dem Gombas- 
| Neugebauerschen Verfahren benutzten Frequenzmittelwert zu berechnen. Der 
von ihnen mittels der Polarisierbarkeit ermittelte Energiewert ist hy = 1,248 
e2/do, gleichzeitig ergibt sich aus unserer Rechnung hv = 1,37 e2/a). 

§ 3. Nachdem wir den Betrag der Bindungsenergie bei den in Tab. 1 
_angegebenen 6 Werten kennen, ist es méglich, die Eigenfrequenz des Systems 


/mit Hilfe der Formel 


"Ds es Z. (15) 
| 2a M 


zu ermitteln, wo E” die bei dem Energieminimum berechnete zweite Ableitung 
nach 6, und M die mit Gleichung 
] 1 


M M, M, 
definierte reduzierte Masse bedeutet. M, bzw. M, ist die Masse des Cl--bzw. 
H*-Ions. 

Jedoch fubrt die praktische Berechnung der zweiten Ableitung zu ziemlich 
unsicheren Resultaten. Wir kennen namlich den Wert der E(6)-Funktion nur 
fiir einige 6 Werte, die zweite Ableitung des Interpolationspolinoms, das an 
diesen Stellen den entsprechenden Funktionswert annimmt, kann von E"(6) 
sehr verschieden sein. Demzufolge ist die theoretische Bestimmung der Eigen- 
frequenz mit einer numerischen Unsicherheit von etwa 10% behaftet. 

Fir den mit einem numerisch-graphischen Verfahren bestimmten theoreti- 
schen Wert der Eigenfrequenz ergibt sich 


Vtheor, = 10,1 - 1038 sec, 


gleichzeitig ist der empirische Wert [13] vemp. = 8,97 - 10** see”*; der berech- 
nete Wert ist also um 14% grdésser. 

§ 4. Nach der Berechnung der zu verschiedenen Funktionen v'(0,,6,m). 
gehérenden A Werte ist mittels der Formel 


vi = poi(1 + Av’) 


| 
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die Bestimmung der Elektronenverteilung des Molekiils méglich. Mit der letz- 
teren kénnen wir das Dipolmoment des Molekiils berechnen. Das Dipolmoment — 
p setzen wir ahnlich dem bei der Berechnung der Bindungsenergie angewen-— 


deten Verfahren aus zwei Teilen zusammen. Einerseits ergibt sich aus den — 


im Kernabstand untergebrachten Ionladungen das Dipolmoment pio, anderseits | 


verursacht das Proton durch Deformation der Elektronenverteilung ein induzier- | 


tes Moment y.*. Der Messwert pw ergibt sich mit uy und p.* als 


pie pag ey (16) 


Fiir das induzierte Moment erhalten wir 


No 
jb =p 3 per; cos 0; Yi dr;. (17) | 
=1* 


Nachdem das Hellmannsche Verfahren [11] bei der Reihenentwicklung | 
der Gesamtenergie die Glieder die von dritter Ordnung klein sind vernach- 


lassigt, ist die folgende Vereinfachung fiir (17) gerechtfertigt : 


N a 
(tS = = | [ oii cos vj Woi dt; + PAN poi (Qid,m) Tr; COS Uj Woi in| . 
= . . 
. (18) 


Bei der Durchfiihrung der Integration nach 3; ergibt sich das erste Glied 
von (18) als Null. Im zweiten Glied derselben Gleichung tritt das Integral 


ra 

j P,(cos t;) cos 0; sind; dt; 

0 
auf. Letzteres hat nur bei vy = 1 einen von Null verschiedenen Wert. So erhal- 
ten wir 


6 co 
82 lef 
we =z A ls | port poi ar; + 6 J PoiTi Poi dri| : (19) 
(0) 6 


Es ist zu sehen, dass (19) mit m nur durch A im Zusammenhang steht. 
Mit der Formel lasst sich das induzierte Moment berechnen. So erhalten wir 
fiir den theoretisch berechneten Wert des Dipolmomentes 

itheor, = 2sLosa tl OR ICES - 
welcher vom empirischen Wert [14] pUemp = 1,03 - 10°18 CGS stark 
abweicht. 

Die scheinbar grosse Abweichung von yp ist teilweise die Folge der Sub- 
traktion zweier Zahlen, deren Gréssenordnung gleich ist. Wenn wir namlich 
mit dem empirischen Kernabstand und dem erwahnten Messwert des Dipol- 
momentes das empirisch induzierte Moment berechnen, ergibt sich 


i&mp. = 5,07 - 10-18 CGS. 


| 
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/Dies weicht von unserem berechneten Wert Priests = 4,45 - 10718 CGS nur 
um 12% ab. 

Natiirlich kann man mit dem vereinfachten Ansatz des Integranden | 
‘in (18) das Dipolmoment nur annahernd abschatzen. 


Ich méchte Herrn Prof. P. Gombds fiir die Stellung des oben geschilderten 
_ Problems und seine Diskussionen meinen Dank aussprechen. Ausserdem bin ich 
der Ungarischen Akademie der Wissenschaften fiir die Gewahrung eines For- 
)schungsstipendiums dankbar. 
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Oo BOJIHOBOK TEOPHM MOJIEKYJIbI HCl 
dK. Hapau 
PESIOME 


PasBHBaeTca TeopHa moueKyubi HCl np nmomown nepTypOauvcHHoro BhIYnCIeHHA 
€ HcNoNb3s0BaHHeM BapHallHOHHOrO HcuHCseHHA, Ges HcNowb30BaHHA B pacdeTax 9MMHpH- 
yecKHX HH MoysMMMpHuecKHx NapameTpos. IIpH pacueTaxX MBI HCXOJHM H3THnoTes MopesM 
HoHa. Jina MpoBepKH MeTOJa BHIUHCIAIOTCH 9HeEprHA HCCOMHaNHH MOJIeKY JB, sAjepHoe 
paccTomHue H coOcTBeHHag uacToTa. TlonyyeHHble pesyIbTaTbl XOpoulo cormacywrca Cc 
COOTBETCTBY IOULMMH 3MNHpHyecKHMH [aHHBIMH. 
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RELATIVISTISCHE ELEKTRODYNAMIK 
DER MAGNETE 


Von 


G. MARX 


| PHYSIKALISCHES INSTITUT DER LORAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 
(VORGELEGT VON: K. F. NOVOBATZKY. — EINGEGANGEN : 26. I. 1952) 


Als Quellen des elektromagnetischeu Feldes werden ausser Ladungen auch permanente 
Magnete vorausgesetzt. Die relativistischen Feldgleichungen und der Energie-Impuls-Tensor 
des Feldes werden aus einer Lagrange-Funktion abgeleitet. Die vom Kraftfeld auf die Magnete 
ausgeiibte Kraft ergibt sich eindeutig als die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors. 


Einleitung 


Eine alte Annahme der klassischen Physik besagt, dass als eigentliche 
Quellen des elektromagnetischen Feldes die elektrischen Ladungen anzusehen sind. 
Demzufolge kénnen der elektrische Strom als Bewegung der Ladungen, die 
elektrische Polarisation als Trennung zweier Ladungen von entgegengesetztem 
Vorzeichen und die Magnete als Resultanten von molekularen Kreisstrémen 
aufgefasst werden. Diese Auffassung wurde von den in letzter Zeit erfolgten 
atomphysikalischen Forschungen jedoch nur zum Teil bestatigt. Zwar gelang 
es in der Tat, die in den Metallen fliessenden Striéme auf die Elektronen- 
bewegung zuriickzufiihren, die elektrische Polarisation (die Elektraten mit 
einbe griffen) wird mit der Deformation der Elektronenwolke des Atoms erklart, 
und es ist auch bekannt, dass das um den Atomkern herum befindliche Elektron 
in gewissen Zustanden 4hnlich wie der Stromkreis ein magnetische; Moment 
‘hervorruft. Dagegen konnte sich eine Anwendung der Ampéreschen Auf- 
fassung auf die einzelnen Elementarteile nicht mit gleichem Erfolge durch- 
setzen. Es ist bekannt, dass die elektromagnetischen Higenschaften der Ele- 
‘mentarteile durch zwei Daten bestimmt werden: durch ihre Ladung und durch 
‘ihr magnetisches Moment. Bis zum heutigen Tage gelang es noch nicht, das 
‘magnetische Moment der Elementarteile in einer befriedigenden Weise auf 
Ladungsbewegung zuriickzufiihren. Immer haufiger ist die Meinung zu. héren 
[1], dass der Magnetismus der Elementarteile nicht durch Ladungsbewegung 
-erregt wird. Sommerfeld schreibt an einer Stelle [2] folgendes: »Ist die 
Ampéresche These noch heutzutage nach der Entdeckung des Neutrons ver- 
bindlich, dieses mit dem Proton gleichberechtigten Bausteins aller Kernmaterie? 
Das Neutron besitzt ein magnetisches Moment, das mit keiner Ladung assoziiert 
ist, im Gegensatz zum Elektron und Proton, bei denen aber auch trotz ent- 


‘5* 
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gegengesetzt gleicher Ladung die zugehérigen magnetischen Momente von 
ganz verschiedener Grésse sind.« Es soll hier noch erwahnt werden, dass auch 
der Ferromagnetismus der permanenten Magnete nicht von Kreisstrémen her- 


rihrt, sondern von jenem magnetischen Moment der Elektronen, das von | 


ihrer Bahnbewegung unabhangig ist. 


Im nachstehenden sollen die magnetischen Momente ebenso als natur- | 


gegebene Quellen des elektromagnetischen Feldes angenommen werden wie 
die elektrischen Ladungen. (Falls’ sich diese Annahme als richtig erweist, so 
liefert sie einen Hinweis fiir den Unterschied zwischen dem dhnliche Eigen- 
schaften besitzenden elektrischen und magnetischen Feld: die Quellen des 
ersteren sind einfache Pole, die des letzteren Dipole. Natiirlich kann auch die 
Trennung von entgegengesetzten Ladungen oder die Bewegung von Magneten 
elektrische Dipole usw. zustande bringen, diese kénnen aber immer auf die 
obigen zwei Gréssen zuriickgefiihrt werden.) Als Folge dieser Annahme stellt 
sich nun die Frage : wie kann die ponderomotorische Kraft, die im elektromag- 
netischen Felde auf Magnete wirkt, berechnet werden? Zwar sind die Max- 
wellschen Feldgleichungen bekannt, doch kann aus ihnen — weil sie lineare 
Gleichungen sind — die auf die Quellen des Feldes wirkende Kraft nicht 
abgeleitet werden. Fiir die auf die Ladungen wirkende Kraft gibt zwar die 
Lorentzsche Kraftdichte 


= e(E+2» x 8) re) 


ein in jeder MHinsicht geniigendes Bild; wenn jedoch die Magnete 
nicht auf Ladungen zuriickgefiihrt werden kénnen, so kann die auf sie 
wirkende Kraft nicht aus Gesetz (1) ausgerechnet werden. In den letzten 
Jahren haben sich viele Forscher mit dem Problem der auf die Magnete 
wirkenden Krafte beschaftigt [2—12]. Der gemeinsame Zug dieser Unter- 
suchungen bestand darin, dass versucht wurde, die ponderomotorische 
Kraft durch dimensionale Uberlegungen oder auf Grund der zwischen den 
elektrischen und »magnetischen« Ladungen bzw. Kreisstrébmen und Mag- 
neten bestehenden Analogien, also durch Anwendung von mehr oder weniger 
ad hoc Methoden zu bestimmen. Die Untersuchungen wurden dabei stark 
durch den Umstand erschwert, dass der Magnetismus eine makroskopisch 
an die Materie gebundene Erscheinung ist (im Gegensatz zu der von den 
beweglichen Leitungselektronen getragenen Ladung), dass also nur integrale 
Wirkungen (Drehmoment, resultierende Translationskraft) gemessen werden 
kénnen. Ausser diesen spielen aber auch die neben den magnetischen Diffe- 
rentialkraften entstehenden Elastizitatsspannungen eine wesentliche Rolle. 
Die obenerwahnten Verfasser gelangten demnach auch nicht zu einem ein- 
deutigen Ergebnis. Einige (z. B. [5]) gebrauchen den Kraftdichte-Ausdruck 
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\ 
andere? schlagen hier den\ Gebrauch von % statt vor, wieder andere [6, 7, 8] 
nehmen an die Kraftdichte 


j = (rot M) x B. (2) 


| Wenn ausser permanentem Magnetismus auch eine reversible Permeabilitat auf- 
| tritt, oder wenn sich die Magnete bewegen, sind die Méglichkeiten noch viel- 
| faltiger. (Es werden hier die iiblichen Bezeichnungen verwendet: (€ steht 
| fiir die elektrische, fiir die magnetische Feldstarke, D fiir die elektrische 
| Verschiebung, $ fiir den Vektor der magnetischen Induktion, 38 fir die elek- 
trische, IQ fiir die magnetische Polarisationsdichte.) 

Obwohl die ponderomotorische Kraft durch die Feldgleichungen nicht 
| bestimmt wird, so stellt die relativistische Feldtheorie mit ihrer Variations- 
| methode dennoch ein geniigend eindeutiges Verfahren dar, um die pondero- 
motorische Kraft berechnen zu kénnen. Die Feldenergie, der Poyntingsche 
Vektor, der Feldimpuls, die Feldgleichungen, die ponderomotorischen Krafte 
und Spannungen sind namlich keineswegs voneinander vollkommen unabhangige 
| Ausdriicke, sondern sie kénnen alle auf eine bestimmte Art und Weise [13] 
aus einem einzigen Ausdruck, der Lagrange-Funktion abgeleitet werden. Daraus 
folgt nunmehr, dass wenn die Lagrange-Funktion so gewahlt wird, dass sie 
die richtige Form der Feldgleichungen, der Feldenergie, des Feldimpulses und 
des Poyntingschen Vektors eigibt, auch die ponderomotorische Kraft bereits 
eindeutig gegeben ist. Dieses Verfahren soll nun zur Bestimmung der auf die 
Magnete wirkenden Kraft angewendet werden. 


Die relativistische Elektrodynamik im Vakuum 


Es ist bekannt [14], dass die Komponenten der magnetischen Momenten- 
dichte den Komponenten eines antisymmetrischen Tensors zweiter Ordnung, 
wie folgt, zugeordnet werden kénnen : 

Ms. = Posy = —Py2, My = Ps = —Pr3, M. = Pyp = — Pa. 

Die iibrigen Komponenten des Tensors driicken das Vorhandensein von elek- 
trischer Dipolmomentendichte aus : 

Bx = iP =—iPy. Py = iPy2e = —tPy, P. = iPyg = —iPy- 


Dem urspriinglich gesetzten Ziele entsprechend sollen hier nur magnetische 
Momente vorausgesetzt werden, wahrend die elektrischen Dipolmomente auf 
Ladungen zuriickgefiihrt werden sollen. Das bedeutet, dass in dem an den 
Magnet befestigten Koordinatensystem 


g=0, d. h. Py = Py = Py = — 1 = —P,, = —P,, = 0. (3) 


1Siehe A. Sommerfeld [2], S. 42. 
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| 


| 


Pi,wk=0, (4) 2] 


Nach Frenkel [15] kann diese Bedingung auch in relativistischer Gestalt 
aufgestellt werden : 


k | 
wo uk a die Vierergeschwindigkeit des Magnets in Lichtgeschwindig- _ 
ce dt | 


keitseinheiten bedeutet und + fiir die Eigenzeit des Magnets steht. Im Falle | 
eines ruhenden Beobachters fihrt dies offensichtlich zu (3), da namlich dann | 


ules at = ut 05 wat (5) 
betragt. Die Verwendung der Nebenbedingung (4) wiirde bei gewissen Berechnun- | 
gen unbequem sein, deshalb wird zur Beschreibung des Magnetismus statt des — 
Tensors P;, ein anderer aus P;, gebildeter Tensor M,, herangezogen, der 
besagt, dass es nur magnetische Momente gibt: 


Mix = Pix + Pjur — Pru; , (6) 


wo 
P. i= P ir". 

Nunmebr geht die Frenkelsche Bedingung M,,u“ = 0 von selbst in Erfillung. 

(Mit demselben Kunstgriff wird bei der Aufstellung der kovarianten Form des 

Ohmschen Gesetzes aus der gesamten Stromdichte s, die konduktive Strom- 

dichte j* = s* + u‘s,u’ gebildet.) In einem System, in dem der Magnet ruht, 

ergibt sich bei Anwendung von (5) : 


Mos = WM, Ms, = My, My, = Me, 

iM, = 9, iM, = 0, iM, = 0. 
In einem Inertialsystem hingegen, in welchem sich der Magnet standig mit 
einer Geschwindigkeit cB entlang der Achse x bewegt, d.h., wo 


i 


wae & >» wW=0, w=0, uvt=——— 

\i—# yi-# 

betragt, ergeben sich, wenn die Transformationsformeln fir Jt 
| area Me 


M,. = me, My a= 


id ai ibee aioe) Lat 
beriicksichtigt werden, als Komponenten von M;, folgende Werte : 

M23 = M, ry M3; = My, M,, = M- 

iMy; =0, iMge = BR, iM, mai BM,. 
Es ist ersichtlich, dass jetzt in der Volumeinheit ausser dem magnetischen 
Moment St auch ein elektrisches Dipolmoment — bv X Mt auftritt, das durch 


die Bewegung des Magnets hervorgerufen wird. 
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Zur Beschreibung der Feldstarken und der Erregungsvektoren werden 
die tblichen zwei antisymmetrischen Tensoren eingefihrt : 


%x = Fos = — Foe, ; By = Fs, = — Fj, B. = Fy,=—Fn, 
G. =iFy=—iFy,, Gy = iFy = —iFy, C, =iFy = —iFy,, 
Dx = Cos = — Goo, Dy = Cs, = — Gis, Dz = Gy, = —Ga, 
D, =i6,,=—iGy,, D,=—iGy=—iGy, Dy =—iGy =—iG,. 


| Zuerst sollen sich im Vakuum bewegende Ladungen und streng permanente 
Magnete behandelt werden. (Hierbei wird vorausgesetzt, dass M;, von der 
Feldstarke unabhangig ist, und dass die reversible Permeabilitét und die 
Dielektrizitatskonstante den Wert 1 haben.) Im Falle von ruhenden Magneten 
ist der Zusammenhang zwischen € und D, bzw. zwischen ) und %, wie folgt, 
gegeben : 
D —— & ’ 8 —— ba) + 4x IN. 

Werden in diese Gleichungen die obigen Tensorkomponenten eingesetzt, so 
ergibt sich : 

Fix = Gix + 4aMix- (7) 
Da die Gleichung (7) eine Tensorgleichung ist, hat sie nicht nur in einem im 
Vergleich zum Magnet ruhenden, sondern auch in einem im Vergleich dazu 


bewegten Bezugssystem Geltung. Wenn sich beispielsweise der Magnet mit 
einer standigen Geschwindigkeit » bewegt, so folgt aus den materiellen Gleichun- 


gen (7): 
D=E44e(t ox mM), B= H+ 4aM. 


Die kovariante Fassung der Maxwellschen Gleichungen lautet, wie bekannt 


i Ok O>—i 
Fire al 5a? cs 
V,Gik = 4asi, (9) 


OL As OGL 
wo s' der aus den Stromdichtekomponenten — Ixo Gyo g ke und aus der Ladungs- 


dichte ig gebildete Vierervektor ist, wahrend V, den kovarianten Divergenz- 
operator darstellt. Die Gleichungen (8), (7) und (9) bestimmen das Kraftfeld. 
Wenn im Felde weder Ladungen noch Magnete vorhanden sind, kénnen 

die Feldgleichungen von folgender Lagrange-Funktion abgeleitet werden : 


= 1 nape 


Wenn im Felde sowohl Ladungen als auch Magnete vorhanden sind, so muss 
aus der Lagrange-Funktion deren »potentielle Energie« abgezogen werden. 
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die beispielsweise auch von Frenkel [15] aufgestellt wurde; die vollstandige — 


Lagrange-Funktion wird also folgende Form aufweisen : 


1 ) eke . 1 eseel tt 
L=— Ff, Fik — jsi' —— F,; Mik — —— iKGik — ;s' — — inMik , 10 
lon‘ anaes feat Ona, 1th 
Es ist leicht ersichtlich, dass das Variationsprinzip 
it = (Lg dx dx? dx3 dx', ip =O (11) 
Pi . 
bei Beriicksichtigung von (7) und (8) zu den Feldgleichungen (9) fihrt. 
Da die kovariante Lagrange-Funktion bekannt ist, wird es nunmehr 


méglich, den Energie-Impuls-Tensor des Kraftfeldes dutch Variation des 


metrischen Tensors abzuleiten, wenn man die allgemeine Definition des Energie- 
Impuls-Tensors 

él 
ogik 
verwendet. Um die Variation gemass g'“ vornehmen zu kénnen, muss 
zuerst gefunden werden, in welcher Weise der Tensor g’* in L enthalten ist. 
Es ist bekannt, dass die kovarianten Komponenten des elektromagnetischen 
Potentials und der Feldstirke (py; und F;,) und die kontravarianten Komponen- 
ten der Vierergeschwindigkeit (u') unabhangig von der Metrik sind, und dass 
der Stromvektor in der Form der kontravarianten Vektordichte (s'|/g =$') 
als von der Metrik unabhangig betrachtet werden muss [16]. Es ist noch offen, 
in welcher Weise der Tensor M;, bzw. P;,, den Tensor g beinhaltet. Da jetzt 
nicht von einem aus Ladungsbewegung herriihrenden Magnetismus die Rede ist, 
kann von vornherein auf diese Frage keine Antwort gegeben werden. (Die 
durch Ladungen erregten elektrischen und magnetischen Momente werden 
durch den Stromvektor s' bericksichtigt.) Bekannt ist jedoch, dass die durch 
die Ladungen erregte Momentendichte in Form einer kontravarianten Ten- 
sordichte von den g unabhangig ist : 


Ti, = 2 (12) 


Pik — pik Vg= xigk — xkgi, 
Da das von der Ladungsbewegung herriihrende Moment in der ausseren Wirkung 
nicht vom primaren Magnetismus unterschieden werden kann, muss auch Px, 
das den letzteren beschreibt, in der Form einer kontravarianten Tensordichte 
als unabhangig von der Metrik betrachtet werden. Hiermit ist nunmehr die 
Abhangigkeit samtlicher in der Lagrange-Funktion vorkommenden Grissen 
von der Metrik bekannt, die Lagrange-Funktion kann daher jetzt auch als 
Kombination der g“ und der von ihnen unabhangigen Grdssen aufgestellt 
werden. Man gelangt somit bei Beriicksichtigung von (10), (7) und (6) zu: 


1 : = ; ee 
= LV g = 7 FinFrss'e Vg — 8! — Fix (BX + Pirwtutg,,). 
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Wenn man jedoch hieraus den Energie-Impuls-Tensor berechnen wollte, so 
wirden sich fiir die Feldenergie, fiir den Poyntingschen Vektor und fiir andere 
|Gréssen unrichtige Resultate ergeben. Deshalb muss hier eine von Novobdtzky 
[17] bereits angewendete Umgestaltung der Lagrange-Funktion vorgenommen 
jwerden. Da 


2+uu=2—l=1 


‘ist, kann die Lagrange-Funktionsdichte auch folgendermassen geschrieben 
|werden : 


| 


; — : 1 P : 
g= ie tk Fregigs |g — gi3! — Fin BE + (2 + uur gma) Fyackus $''g;5. 


| Dies soll nun als die entgiiltige Form der Lagrange-Funktion angesehen werden. 


\(Die vorgenommene Veranderung entspricht der Umgestaltung 
| 


Mix =Pix + (2 + u,v’) (Pius, — Pxuj) (13) 
der Gleichung 6). ) Auf Grund der als expliziten Funktion von g' aufgestellten 
| Lagrange-Funktion (12) kann der Energie-Impuls-Tensor, wie folgt, gebildet 
werden : 


él 2° “ag 
fite tsi ee nae. (14) 
6g Ve dg! 


Nach der in iiblicher Weise durchgefihrten Rechnung gelangt man zu folgen- 
dem Ergebnis : 


iy * 1 
Tix = ‘a (Fix Fx ri 8ixEsF") + 2uju,F,P’ — (Pi, ux + Pry ui) F', 
a 
wo F;= F,,u*. Jetzt sei Gleichung (6) angewendet : 
1 1 
ie rm (FirF’ — 4 biklisF*) — (uj; My, + u,M;,) Fr. 


Dann wird eine Einschrankung auf den euklidischen Raum und auf recht- 
winkelige Koordinaten vorgenommen, wobei g;, = 6;,; es ergibt sich : 


ul 1 
Cn re (Fir Fr ee 6ixFisFis) — (ui Mur + uxMir) F, - 
oT ; 


Die einzelnen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors bestimmen den Wert 
der Feldenergiedichte, des Poyntingschen Vektors und der Impulsdichte. 
Die durch das Feld auf die in der Volumeinheit befindliche Materie ausgeiibte 
ponderomotorische Kraft wird durch Divergenzbildung gegeben : 


OT ix 
is Sabor 
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Nach einfachem Rechnen, bei Beriicksichtigung der Feldgleichungen (8) und (9); 


erhalt man : 


ere) 
Ox; 


5 fo) 
fi = Fir (s, “f Pa (u;My,F, + uxM;,F,)- 
Da der Energie-Impuls-Tensor symmetrisch ist, besteht der Zusammenhang : 
Anderung des Drehimpulses = Drehmoment, was beispielsweise beim Min- 
kowskischen Tensor 


1 
ik = a i (Fir Gur ~ 3 Sin FraGr) 


nicht der Fall ist 


Ruhende Magnete im Vakuum 


' Bei der Untersuchung der erhaltenen relativistischen Zusammenhange 
soll nun der einfachste Fall betrachtet werden : die Magnete ruhen im Bezugs- 
system, wobei die Komponenten von u, gemass (5) anzunehmen sind. In diesem 
Falle ergeben sich die Dichte der Feldenergie, des Energiestroms, des impulses 
und der ponderomotorischen Kraft, die Leistungsdichte, sowie die Spannung, 
wie folgt : 


1 
= = T= — © + 2, 
u , 44 8x ie 
€¢=—T, =—€ExQ, 
1 IT 
AR phe AN gr 
ic 4c 
pie 
f=f.= cE+(-j+ rot M) x B+ Fexm, (15) 
c 
c. : a8 
meee |, = Cae 


In diesen Gleichungen bedeutet .« die raumlichen (1, 2, 3) Indizes, t die auf die 
Flacheneinheit wirkende Kraft und n den normalen Einheitsvektor der ent- 
sprechenden Flache. 

Es sollen nun die einzelnen Ergebnisse der Reihe nach betrachtet werden : 
In einem rein magnetostatischen Feld, das von ruhenden Magneten erregt wird, 
lautet der Ausdruck fiir die Feldenergie : 


E=fuav={ 2 av. 
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Dies ist identisch mit der von Kneissler, Bopp und Sommerfeld vorgeschlagenen 
|Form [6, 7] und weicht von der haufig anzatreffenden Form 


oe 
E'= = | 98 av 


ab. Aus letzterem Ausdruck wiirde folgen, dass die Energie des magnetostatischen 
Feldes gleich Null ist, denn in diesem ist rot = 0,  =— grad ¥, also ist 


a avy = l i = 
E’ =~ —| grad ¥ .8dV =| ¥ div Sav = 0. 


‘Wenn die Energie des magnetostatischen Feldes gleich Null ware, so wirde 
das bedeuten, dass das Feld nicht fahig ist, eine mechanische Arbeit zu leisten. 
‘Wenn man jedoch den jetzt erhaltenen Ausdruck verwendet, so ist die Feld- 


energie 
| E=+/eav=—[ovav +*+/emav—*(emav +0. 

82 - 8x 24 2 
Der fur den Poyntingschen Vektor erhaltene Ausdruck stimmt mit der 
}in der Elektrodynamik allgemein gebrauchlichen Fassung iiberein und weicht 
von der von Kneissler [6] vorgeschlagenen Form ab. Wiirde letztere verwendet, 
‘so wirde die Feldenergie auch im statischen Feld Quellen und Senken besitzen, 
gemass 
| 


| div.6’ = div ~ €x B=* div E x H+ ec div E X M=—cE rot M, 
4a 4a 


was aber physikalisch nicht annehmbar erscheint. 
Laut dem Ergebnis 


1 
G=5E 


ergibt sich der Feldimpuls (der Relativitatstheorie entsprechend) aus der 
Strémung der Feldenergie. 

Das erste und zweite Glied der durch (15) angegebenen ponderomotorischen 
Kraftdichte beschreiben die auf die Ladungen und Stréme ausgeibte Kraft. 
Das letzte Glied gibt tiber die Wirkung des durch das wechselnde elektrische 
Feld erregten magnetischen Feldes auf den Magnet und iiber die »magnetische 
Lorentzsche Kraft« Auskunft, wobei diese Kraft im elektrischen Feld auf den 
in der Gestalt einer wechselnden Polarisation auftretenden »magnetischen 
Strom« wirkt. Am interessantesten ist das dritte Glied, das die auf die im mag- 
netostatischen Feld befindlichen Magnete wirkende Kraft beschreibt. Im Falle 
von 2 = 1 stimmt der hier gebrauchte Ausdruck fiir diese Kraft mit der von 
Kneissler [6], Bopp—Sommerfeld [7] und Déring [2] gebrauchten Fassung 
iiberein. (Uber die Abweichungen, die im Falle von 4 + 1 bestehen, soll spater 
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noch die Rede sein.) Da die ponderomotorische Kraft als Resultat der Anwen- 
dung eines allgemein giiltigen Verfahrens gefunden wurde, kann diese Form 
unter den eingangs erwahnten vielen Méglichkeiten als die richtige angenom- 
men werden. 

Die Richtigkeit der jetzt gewonnenen Form der Kraftgleichung kann 
iibrigens durch eine von Fischer [9] aufgeworfene und von Déring in einer 
etwas abweichenden Form verwendete Uberlegung [12] erhartet werden. 
Es wird von zwei Kérpern A und B ausgegangen, wobei der Kérper A auf 
die durch die Funktion I(x, y, z) beschriebene Art magnetisiert ist. Das Kraft- 
feld dieses Kérpers wird durch die Gleichungen 


div 8=0, rot 8 = 4x rot M 


bestimmt. Aus den Lésungen dieser Gleichungen kann die Kraft, die auf die | 
in der Nahe des Kérpers A befindlichen Magnete und Stromspulen wirkt, — 


ausgerechnet werden. 

Der zweite Kérper (B) ist nicht magnetisch, sondern es fliessen in ihm 
elektrische Stréme, wobei die Stromdichte mit der Magnetisation des ersten 
Kérpers in folgendem Zusammenhang steht : 


j(x.y.z) = c rot M. (16) 


Die Gleichungen, die das magnetische Feld des von Strémen durchflossenen 
Kérpers B bestimmen, sind (infolge von § = §): 


div $= 0, rot B = “7 j. 


Beriicksichtigt man den Zusammenhang (16), so ist das magnetische Feld des 
vom Strom durchflossenen Kérpers B yollkommen mit dem Kraftfeld des 
magnetisierten Kérpers A identisch, wird also der Kérper B an die Stelle des 
Kérpers A gesetzt, so iibt er die gleiche Wirkung auf die Umgebung aus, wie 
vorher der Kérper A. Aus dem dritten Newtonschen Axiom folgt, dass die 
in der Umgebung befindlichen Kérper auf den Magnet A dieselbe Kraft aus- 
iiben, wie auf den an seine Stelle gesetzten Kérper B. Die Kraft, die auf diesen 
wirkt, kann auf Grund von Gesetz (1), wie folgt, ausgerechnet werden: 


Die auf den Kérper A wirkende Kraft muss denselben Wert aufweisen. Auf 
Grund von (16) betriagt sie : 


Sax f (rot M) x B AV, 


und dies ist ja nicht anderes als der weiter oben verwendete Ausdruck fir 
die Kraft. 
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Die relativistische Theorie der permeablen Materien 


Wie bereits erwahnt, ist — laut den angefihrten Abhandlungen — die 
Wirkung der Permeabilitat des den Magneten umgebenden Mediums auf die 
ponderomotorische Kraft noch nicht véllig geklart. Es erscheint demnach nicht 
uninteressant, eine phanomenologische Untersuchung der permeablen und 
dielektrisch polarisierbaren Materien mit der im vorstehenden angewendeten 
Methode durchzufihren. 

Die Dielektrizitatskonstante « und (reversible) Permeabilitat der im 
Kraftfeld befindlichen Materie wird hierbei als von der Feldstarke unabhangige 
skalare Grésse angesehen und ausserdem wird auch eine permanente (von der 
Feldstarke unabhangige) magnetische Polarisation JQ zugelassen. Der Einfach- 
heit halber soll auch vorausgesetzt werden, dass sich die Magnete im Vergleich 
zu dem sie umgebenden Medium nicht bewegen, der Vierervektor u“ bestimmt 
also das —1-fache der Vierergeschwindigkeit des Beobachters im Vergleich 
zur Materie. 

Wie bekannt, haben die materiellen Gleichungen in einem im Vergleich 
zur Materie ruhenden Bezugssystem folgende Form: 


D= €, B= uh + 4M. (17) 
Die Tensorform dieser Gleichungen kann durch eine einfache Verallgemeine- 


rung der von Novobdtzky [17] fiir den Fall von JR = 0 aufgestellten materiellen 
Gleichung gewonnen werden : 


UGin = Fix — (eu —1) (Fyuy— Fu) — 4a Mix. (18) 


Im Falle einer ruhenden Materie gelangt man hierbei eben zu den Zusammen- 
‘hangen (17). Da die Gleichungen (18) Tensorgleichungen sind und in einem 
‘Bezugssystem Geltung haben, so miissen sie auch fiir jedes Koordinatensystem 
gelten. In einem Intertialsystem, in welchem die Materie sich mit einer stan- 
digen Geschwindigkeit bewegt, gelangt man infolge (18) zu folgenden Zusammen- 
hangen : 


@ — Hoy B= 1 — 5 ot AEF 06) (up + 4) -4#—* » x G, 


he oy D= 


[ice che 
1 zat —1 oe 4x 
Sees: 9° 1 yop) e€ + = Dx LO ei cena be 7 M). 


‘Die Maxwellschen Gleichungen haben, unabhingig von den Mhesarilest Gleichun- 
gen, auch jetzt folgende Form: 


OPn AV: 
Fix = apo one (19) 
VxGik = dorsi. (20) 
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Diese Gleichungen bestimmen zusammen mit (18) (im Falle dass s', M**, uk, e, 
pe gegeben sind) die Feldstarken. Die Lagrange-Funktion, von der die Feld- 
gleichungen abgeleitet werden, nimmt nach einer einfachen Erweiterung 
der von Novobatzky [17] aufgestellten Funktion folgende Form an: 
DL] =" Es [os_ M's] — gis. 
lox je 

Daraus ergeben sich durch Variation von gi auf Grund von (11) und bei Beriick- 
sichtigung von (19) und (18) die Feldgleichungen (20). 

Als Hauptaufgabe soll auch jetzt die Ableitung des Energie-Impuls- 
Tensors und der ponderomotorischen Kraft angesehen werden. Die materiellen 
Gleichungen (18) werden auf Grund der von Novobdtzky eingefihrten Form mit 
der gemiss (13) durchgefiihrten Veranderung in folgender Fassung herangezogen = 


MGi_ = Fi, — 4aPi,— (en — 1) (2 + uw’) (Fyu,— F,ui) — 
= (2 + u;u’) (Pju,— P,u;). 


Auf Grund dieser Gleichung lautet nun die Lagrange-Funktion mit den g'* 
und den von der Metrik unabhangigen Gréssen von ¢;, F;,, F,, 3', B", u’, €, 
w folgendermassen : 
Map 
2 = LV g = gry Fo Fe"tg® Ve — (eu —1) (2 + urine) FFs V8] — 
1yl x; 
— = |g FoR + 2 + wrurginn) Bulger] — 8. 


Daraus kann der Energie-Impuls-Tensor durch Variation der gi* gemass (14) 
gebildet werden. Nach neuerlicher Einfihrung von M,, gelangt man zu fol- 
gendem Resultat : 


1 2 1 ¥ 1 
Tix = (ES [FirFie — qbikkisk” + (eu—1) (uju, FF’ — FF, + 9 bik F’)] — 


u 
ee [u; Mic FY + u,M;,F’). 
Dies weicht natirlich nur in dem M,, enthaltenden Glied vom Abrahamschen 
Energie-Impuls-Tensor ab [17]. 


In der Folge soll nun wieder eine Einschrankung auf die euklidische 
Metrik und auf die Verwendung von rechtwinkligen Koordinaten vorgenommen 


werden, wobei g;, = 6;,. In diesem Falle ergibt sich : 


1 1 ‘ 1 
Tix = dea [Fin Fer — ri bikFisFrs + (eu—1) (uj. F F,— Fi Fx +35 6ixkF)] 2 


u ; 
=z mn [u;My,F, = u,M;,F,] : 
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tus der negativen Divergenz des Energie-Impuls-Tensors bekommt man die 
Jichte der ponderomotorischen Kraft. Bei Beriicksichtigung der Feldgleichun- 
ten erhalt man : 


d—M, 
Piper.” | a 4 1 @ eu—l 
c= eo ir ew sage k Ox, L (Fi, F, — u;F, F, Za 
| 1 de Lal Ou 
~ ae FES — aga (G Pele + BR) SE + 
0 6¢l 1 
aggS br u; My, F, + 7 Mir). 


Jas so erhaltene Resultat soll nunmehr — wiederum auf den Fall von ruhenden 
Wagneten beschrankt — naher untersucht werden. Auf Grund obiger Gleichung 
‘teht jedoch dem nichts im Wege, dass auch die auf sich bewegende Magnete 
tusgetibte Kraft bestimmt werde. 


Ruhende Magnete im permeablen Medium 


Im Falle von ruhenden Magneten ergeben sich laut (5) die Energiedichte, 
ler Poyntingsche Vektor, die Impuls- und Kraftdichte, die Dichte der durch 
lie ponderomotorische Kraft erzeugten Leistung, sowie die Spannung, wie 


olgt : 


b=—Ty =< & + = BY, 

5=—TM. = Exo, 

§-iT., = 7 Exo, 

f#=S.= 06 +(- jtror 2) x B42 (=3-5) +2 Zax m- ms 
— gq Carad en Bt gradu, 1 
= Fh = i6— ae Ea a 

ae — (En) + =— a B (Bt) —H(g- C+ a 8 


Die fiir die Energie-, Energiestrom- und Impulsdichte erhaltenen Ausdriicke 
sind im wesentlichen bekannt. Von Interesse sind die einzelnen Glieder der 
Kraftdichte. Das erste und zweite Glied beschreiben die durch die Lorentzsche 
Kraft ausgeitbte Wirkung auf Ladungen und Stréme. Das sechste Glied, das 
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den Ausdruck grade enthalt, ist aus der phanomenologischen Theorie des id 
Dielektrikums gleichfalls bekannt. Das siebente Glied beschreibt den in perme- 
ablen Materien auftretenden Druck, der bei Anderung der Permeabilitat ent- 
steht. Es ist beachtenswert, dass bei nicht permanent magnetisierten Stoffen 
der beim Sprung von pw auftretende Druck, wenn § mit der Sprungflache 
parallel ist, laut (21) folgende Form aufweist : * 


1 
P= 9? (ur — M2). 
Dies wird auch durch die Erfahrung bestatigt, im Gegensatz zum Ausdruck — 
punhs 9? (u2 — p2) 
P ~~ Sor My fon r) | 


der sich aus dem Bopp—Sommerfeldschen Spannungstensor ergibt. In dieser 
Beziehung sei auch auf die Bemerkungen von Gans [11] verwiesen. 

Das vierte Glied beschreibt die durch die wechselnde Polarisation der 
Dielektrika hervorgerufene Kraftwirkung, wobei jene durch das wechselnde | 
Kraftfeld verursacht wird. Dies kommt auch bei Abraham [17] vor. Die | 
auf die permanenten Magnete ausgeiibte Kraft tritt im dritten und finften | 
Glied in Erscheinung. Das finfte Glied beschreibt auch jetzt die Wirkung 
des durch die Anderung von © erregten magnetischen Feldes auf I und die 
Wechselwirkung des sich aus der Anderung von Jt ergebenden »magnetischen 


Stromes« “und des elektrischen Feldes. Das dritte Glied enthalt die auf 


die Magnete ausgeiibte magnetostatische Kraft : 


im= (rot =) see, (22) 


Die Richtigkeit dieses Kraftdichteausdruckes kann wieder durch dieselben 
Uberlegungen bewiesen werden wie im Falle von « = 1. Das Kraftfeld des} 
permanenten Magneten von einer Momentendichte Jt wird in der Magneto- 
statik durch die Maxwellschen Gleichungen 


div §=0, por arene 
a be 


bestimmt. Ein gleiches Kraftfeld wird auch durch einen Kérper von gleicher| 
Permeabilitat erzeugt, der von einem Strom durchflossen wird, aber nicht per- 
manent magnetisiert ist, sodass zwischen den Eigenschaften der zwei Kérper 
der Zusammenhang 


M 


jc rot — 
fe 


besteht. Bei dem zweiten Kérper ist namlich 
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div §=0, ieee gia 
[ie rc 


Da aber die zwei Kérper auf die in ihrer Nahe befindlichen Magnete und Strom- 
kreise die gleiche Kraft ausiiben, so wird nach dem dritten Newtonschen 
Axiom auch die auf sie wirkende Kraft gleich gross sein, u. zw. : 


s=2 fix Bay, 
bzw. 
5 = | (rot *) x BaV. 


Der Kraftdichteausdruck (22) kommt auch bei Déring vor [12]; bei 
ihm bedeutet jedoch das im Ansatz befindliche . die standige Permeabilitat 
der Umgebung des Magneten, deshalb sieht er auch in der Anwendung der 
_Kraftdichte (22) im Inneren der Magneten nur einen mathematischen Kunstgriff, 
der zwar — aut Grund der obenerwahnten Uberlegung — in der Berechnung 
der auf den Magnet wirkenden resultierenden Kraft zu einem richtigen Ergebnis 
fiihrt, aber nicht viel iiber die Einzelheiten des Zustandekommens der Kraft 
aussagt. Die obigen, mit dem relativistischen Verfahren durchgefiihrten Unter- 
suchungen erbrachten den Beweis, dass die im Inneren des Magnets auftreten- 
den Kraftwirkungen durch (22) auch in ihren Einzelheiten genau beschrieben 
werden, wobei unter u die dort an Ort und Stelle giiltige Permeabilitat zu ver- 
stehen ist. Der von Kneissler— Bopp—Sommerfeld [6, 7] aufgestellte Kraft- 
dichteausdruck (2) stimmt nur im Falle von «4 = 1 mit dem jetzt erhaltenen 
Kraftausdruck (22) iiberein. Dieser kann daher so verstanden werden, als ob 
er einzig die auf den permanenten Magneten wirkende Kraft beschriebe und 
das durch die Polarisation der Umgebung entstandene zusatzliche Moment 
nicht beriicksichtige. 


Das auf die Magnete wirkende Drehmoment 


Wenn der Spannungstensor bekannt ist, kann der Wert des Drehmomentes, 
das auf eine in ein homogenes magnetisches Feld gestellte Magnetnadel wirkt, 
berechnet werden. Zu diesem Zwecke muss zuerst bestimmt werden, inwiefern 
der Magnet das aussere Kraftfeld verandert. Danach kann — da das Kraft- 
feld nunmehr bekannt ist — das auf den Magnet wirkende Drehmoment durch 
Integration ausgerechnet werden : 


D= {rx tdf. (23) 
(Die Integration ist auf die Hiillflache des Magnets auszubreiten.) Auf der 
dusseren Oberflache der Magnetnadel ist 


= % (Bn) — Be, (24) 


patoul 1 
Arp Barn 
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wo uw die Permeabilitat der Umgebung der Magnetnadel, die als konstant 
angenommen werden kann, bedeutet. Die Spannung beschreibt die in | 
Richtung der Kraftlinien wirkende Zugkraft und den auf die Oberflache senk- 
rechten Druck. Bei Magneten von symmetrischer Gestalt fiihrt der Druck fir 
gewohnlich zu keinem Drehmoment, deshalb geniigt es in den meisten Fallen, 
nur das erste Glied in Betracht zu ziehen. | 
Das Kraftfeld eines ellipsoidférmigen, in der Richtung der Haupt { 
homogen magnetisierten Kérpers und das in einem homogenen magnetischen | 
Feld auf den Kérper wirkende Drehmoment wurde von Diesselhorst [4, 10] | 
bei Voraussetzung von folgender Spannung berechnet : | 


t=£ 9 (gn —n£ oe 25) | 


Da an der dusseren Oberflache der Magnetnadel der von Diesselhorst verwen- | 
idete (25) und der aus obenstehenden Berechnungen gewonnene (24) Spannungs~ | 
ausdruck (infolge von 2 = 0, 8 = pH) miteinander tbereinstimmen, kénner 
die Ergebnisse von Diesselhorst ohne weiteres ibernommen werden. Im Grenz- | 
fall eines sehr langen und diinnen Ellipsoides (Magnetnadel) betragt das Dreh-— 


moment 


aan Hd cos a | Hy sin a. 
Hier bezeichnet V das Velumen der Magnetnadel, Jt ihre ee | 
je ihre Permeabilitét, ,.’ die Permeabilitat des sie umgebenden Mediums, | |) 
Hy die aussere Feldstarke und a den von der Magnetnadel und dem 4usseren 
Magnetfeld eingeschlossenen Winkel. Das maximale Drehmoment wird dann 
auftreten, wenn die Magnetnadel senkrecht zu den Kraftlinien steht, dann ist 
namlich 


p=v {imi+! 


Dimax = MHy. 


M = Vim bezeichnet das gesamte magnetische Moment der Magnetnadel. | 
Daraus kann ersehen werden, dass die Messung sowohl des magnetischen 
Moments der Magnetnadel als auch der magnetischen Feldstarke auf die ein- 
fache Messung des Drehmoments zuriickgefiihrt werden kann. (Dies lasst den 
Schluss zu, dass — im Gegensatz zur Auffassung einiger Autoren — die mag-} 
netische Feldstarke nicht als eine mathematische Hilfsgrésse im Vergleich zum 
Induktionsvektor angesehen werden darf, der keinerlei physikalische Bedeutung} 


betragt, gleichfalls nach Diesselhorst : 
Dinax = MH, ? 


es ist also nicht mehr von der Permeabilitat des Mediums unabhangig. Dies 
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die Polarisation der Umgebung hervorgerufen wurde, verstdrkt das permanente: 
‘Moment des Magneten, — worauf bereits Déring [5] die Aufmerksamkeit 
lenkte, — bei der Magnetnadel hingegen ergibt die Resultante der zusitzlichen 
) Polarisation Null.1 (Wirden die Kneissler— Bopp—Sommerfeldschen Spannungen 


Lad 1 
t = qq B(Bn) — ne Be 


, herangezogen, so wirde man das p-fache der obenstehenden Drehmoment- 
jwerte erhalten.) 


Das Problem der Elimination der elektrischen Dipolmomente 


Von Anfang an war in dieser Abhandlung nur vom permanenten mag- 
netischen Dipolmoment die Rede, eventuelle elektrische Dipolmomente wurden 
in der Ladungsdichte beriicksichtigt. Dies geschah in der Weise, dass anstatt 
P;,, der Tensor M;,, eingefiihrt wurde. Man kénnte auch versuchen, gegebene 
elektrische Dipole unabhangig von den Ladungen vorauszusetzen, indem man 
die materiellen Gleichungen (7) in folgender Fassung aufstellt : 


Fix = Gin + 40Pix- 


In diesem Falle wiirde jedoch das angewendete Verfahren zu einer physikalisch 
unannehmbaren Form der Feldenergie, des Poyntingschen Vektors und anderer 
Gréssen fiihren. Die relativistische Feldtheorie ibt also gewissermassen einen 
Zwang aus, keine permanenten elektrischen Dipole vorauszusetzen, sondern 
diese immer auf Ladungstrennungen zuriickzufiihren. Wie eingangs gezeigt, 
‘stimmt dies in bemerkenswerter Weise mit den atomphysikalischen Erfahrun- 


gen uberein. 
* 


Es sei an dieser Stelle den Herren Prof. K. F. Novobdtzky und Th. 
Neugebauer fiir ihre wertvollen Ratschlage der Dank des Verfassers ausge- 
‘sprochen. 


1Interessanterweise tritt in den meisten Gleichungen die Momentendichte IQ in der 
Kombination 2/u auf. Es kénnte dabei der Gedanke aufkommen, dass IN’ = M/p die wahre 
Momentendichte bezeichnet und M’ = V|S’| das gesamte Moment. Dies wiirde aber noch 
‘einer weiteren Abklaérung bediirfen. 


{ 
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PEJATHBUCTCKAA SJIEKTPOJMHAMHKA MOCTOAHHbIX | 
MArHHTOB i 


Jip. Mapxe | 


4} 

PE3SIOME | 

| 

WcTouwHHkKom 9eEKTPOMAFHHTHOrO NOJIA, HapxALy Cc 3apvjaMmn, NpeANosarawtcn TaKKe) 

HW MOCTOAHHbie MarHHTHl. Pea THBHCTCKHe y paBHeHHA noJIA H TeH30pa MMIy JIbCH oHepr 1 

BbIBOJHM H3 dyHKuHH Jlarpakoxa. Cuma BOsfeHcCTBHA 31eK TPOMarHUTHOrO TOA Ha NMOCTOAHH: 
MarHHT Toy 4aeTcr OAHO3HAYHO, Kak AUBepreHiihA TeH30pa MMIly JIbca oHepruH. 


KPATKME COOBLIEHHA 
URZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS 


NOTE ON THE CONNECTIONS BETWEEN 
ELEMENTARY PARTICLES 


(RECEIVED: 7. XII. 1951) 


Recently the idea has repeatedly arisen, that the typical divergence 
d other difficulties of present-day field theory, should be resolved by the 
jgularization of fields. The physical bases of the idea of regularization are 
be found in the theory according to which a closer connection exists be- 
‘cen elementary particles than was imagined up to now. The mutual connection 
the fields describing the elementary particles mathematically means that 
field described by field equations of a higher order than the second is being 
amined. The natural way of solving the problem would apparently consist 
these connections being established on the basis of results of physical re- 
arches and, following this, endeavouring to find the means of describing these 
mnections correctly. This method, however, seenis, for the present, to be im- 
acticable and only the opposite method is of interest. 

If we succeed in describing a certain set of phenomena in a satisfactory 
anner by means of field equations of a higher order, and in eliminating the 
pical difficulties of the theory, the question will arise : in the mutual connec- 
on of what particles can the field investigated be considered to consist ; in 
ther words, from the mutual connection of what fields of the second order 
in the field in question result. 


Let us suppose that the field equations in question of higher order can 
2 derived from a Lagrange function : 


X= LU (po, Yo, py,.-- Yo, py, po,- = sfno) 
here 


a" Yo 
OXp, OXp,---- Xp, 


OA AR See (Hy Mar-+++> bn = 1,2,3,4) 


nd let us examine the question as to how it is possible to derive from this 
eld a system of fields described by equations of the second order. 


ae 
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This can be achieved if a method of Hilbert, published by Lanczos [1] 
and used by the latter for the investigation of canonic transformations is 
generalized in the case of fields. 

Suppose that 

L = [Q(Por Porpy.--- Poopryspe---- ba) V 
(dV = dx, dx,.dx5)y - 
and that the field equations can be derived as Euler equations of the variation 
principle 
6S =6{Ldt=0. 
Suppose further that 
AO Ts 
ott 


The field equation will then be 


es t? Ope 
where 6 denotes the functional derivative. 
Let us now define a new variable: 


(1) 6L 


To (n) 


Over 


and let us form by means of this variable the following expression : 


' (1) (n—1) ° (hye se 
A (woes poo: seo Wo 3 af) => fa wr V—L. 


This Ae has, of course, nothing to do with the Hamilton functio- 
nal [2], but here ?, has been eliminated with the aid of (3). Now we may 
write ; 

s=fav i a. dt— f H' dt 
ey “st 


and after partial integration : 


—l) 


: — (jar f'3 ROA de Hide) + [fx Ge av]} 


hy 


therefore 


fy 
5S = 5 f dt (fay, dV — H’). 
t 
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Let us now introduce the new independent variable 1{”’ — p, and let us 
onsider the new Lagrange functional : 


Rr—0) CL) *(1) (n—1) ___ . (n-1) 
L(po,- te Vo>PorPor) =} Po Yo dV+ H (Wor. -+o Yoo Qo) 
vhich is now only of the (n — 1)-st order. On the other hand, of course, the 
umber of field equations has increased. 

Continuing this process, we arrive, after entirely analogous steps, at the 
bllowing Lagrange functional of the first order: 

(1) 
L(pa, Ya) 
vhere the number of field equations is correspondingly greater. The variation 
irinciple 
eg qd) 
5J L(va Ya) dt =0 

iow leads to differential equations of the second order, in which the field 
‘quations are mutually connected. 

This method can be used in complicated cases, and with its aid it is pos- 
ible to discuss such problems, as, for instance, in what manner certain impor- 
‘ant field quantities canbe composed of the corresponding quantities of the 
yartial fields. It is also possible to investigate the mechanical models corres- 
vonding to the fields of higher order [3]. I hope to be able to revert to this 
problem in due course. 

G. Szamosi 


Physical Institute, 
Eétvés University, 
Budapest. 
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TEMPERATURE-DEPENDENCE 
OF WILLEMITE LUMINESCENCE 


(RECEIVED: 15. XII. 1951) 


In previous communications it was reported [1], [2], [3] that the tempera- 
je dependence of willemite luminescence may be described by a formula : 
A 
vl 2 
1+Ce.*T 
It was also established that by varying the activator concentration log C 
jd E change in a similar manner. The present paper deals with a generalization 
the above assertion. 24 willemites, containing various amounts of manganese 
jtivator (0,001, 0,01, 0,1, 0,7, 2 and 5%) and iron killer (0,001, 0,01, 0,1, 1%) 
re investigated. It was found that the temperature dependence of the lumines- 
jace for all the specimens could be described by a modification of formula (1), 
mely : 


| 4 | 
ites A Ey 
\ La Ce, +? 4. Gee «F 


The values of the exponentials in the denominator group themselves 
to two distinct classes. For the first exponential, C, is appr. 10?—10* and 
, 0,2—0,4 e. v., for the second, C, appr. 10°, E, 1—1,4 e. v. This means, that 
1e second exponential cannot be observed below appr. 600° K, and therefore, 
materials containing substantial amounts of manganese or iron, it must have 
icaped attention. The effect of iron can be studied thus only on the first exponen- 
al with the result that increasing amounts of iron monotonously lower both 
, and E,. The same holds for manganese above the optimum concentration. 
he constants of the second exponential, C, and E,, may be determined, but less 
ecurately, though the magnitude mentioned is undoubtedly correct. 

There seems to exist a definite correlation between the corresponding 
ctivation energies (E) and constants C. Plotting log C as a function of E, 
og C, vs. E, and log C, vs. E,), we get quite an accurate straight line (Fig. 1.). 
‘his relationship can therefore be expressed thus: “logC =a + bE. 
the existence of this relationship is not destroyed by possible errors in the 
etermination of the corresponding C and E, for the eventual variations in C 
nd E merely cause a shift of the locus almost exactly parallel to the above 
ine. 
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Fig. 1. E and logC for various luminescent materials. 
Our measurements: ° best values, - possible values. 
Kréger and Hoogenstraaten: x fluorescence of zinc silicate, 
A temperature dependence of the phosphorescent decay. 


V fluorescence in the green band of zinc beryllium silicate. 
O ZnS - Ag: Co, according to Hill and Klasens. 
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As an indication that this relation is a general one, the same figure contains 
te C and E values, calculated from the published curves of Kréger and Hoogen- 
raaten [4], [5], Moreover, the data of the last named authors, on the green 
and of various zinc beryllium silicates, analysed as in the previous case, are 
so plotted. 


This correlation between C and E seems to be true not only for the green 
and of zinc silicates, but for a much wider class of luminescent materials too. 
or ZnO [6], for the green and blue bands of copper activated ZnS [7] the data 
f Vergunas and Gavrilov fall again on a straight line. For ZnS containing Ag 
jad Co, the data of Hill and Klasens [8] show the same relationship, and in 
ais latter case, for the materials having the same heat treatment, both C and 
' monotonously decrease with increasing cobalt concentration. (Fig. 1.) The 
alues of the constants are summarized in the following table : 


TABLE I 
Material a b 

Zn silicate (Mn, Fe) 
ZnBe silicate (Mn), green band accord. 

to Nagy, Kroger, et al. 0,5 71 
SAU OS Rn oS eS I ea 0,8 16,7 
nse Cue] blue band tt! scice,.S etek cece 0,8 16,7 
is Cn [7] greemband 2). .oht2.hiosie. tee ee 0,7 8,3 
Pasa GO. [8]! waswaste aterm etic oaths eal 0,8 13 


Similar relationship was established for the conductivity of some semi- 
‘onductors by Meyer and Neldel [9], by Busch in the case of SiC [10]. Busch 
ias offered an explanation by assuming that below a specific temperature 
T) the irregularities of the crystal lattice, increasing in number towards higher 
emperatures according to a Boltzmann-relation, are frozen in. The temperature 
[, can be determined in this case by b. 

This explanation would lead in our case to a T, which is apparently too 
ow. 

Another explanation would be possible, by assuming that the relationship 
S caused by the linear dependence of the activation energy on temperature, 
i= E, (1 —aT), C being invariant. This assumption leads directly to 


ey E,—E,aT Ey@. E, + 
lal © fo= Ear Ea Ey Bx 
By) Cen *T = Coe ha ti Cio lige * Ti ise; log C = logC, + ——- 


Taking into consideration that the willemites mentioned were all prepared 
by the same schedule (base lattice composition, firing temperature) and were 
excited in course of the measurements by the same amount of 2537 A u. v. 
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energy, it seemed desirable to extend these investigations by varying the condi- 
tions of manufacture, the ZnO : SiO, proportion, and the excitation intensity. 
These investigations are at present in progress. 

The author recognizes with thanks the help of Mr. G. Bauer in performing 
the spectrum measurements. 


Elemér Nagy 


Research Laboratory for Telecommunication, Budapest 
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MEASUREMENTS OF THE COSMIC RADIATION 
UNDERGROUND 


(RECEIVED: 1. III. 1952) 


Measurements were performed in a coal mine at Tatabanya at a depth 
of 650 meters water equivalent. The arrangement of the counting tubes of 
the apparatus is shown in Fig. 1. The electronic circuit was able to record 
twofold, threefold and fourfold coincidences. The resolving time was 2 
microsec. 


Cy 
o 
a 


The purpose of the measurements was to deter- 
; : mine the nature of the cosmic radiation underground. 
ees Several authors [1], [2], [3], de:ected in mines a soft 

| radiation which triggered the counters with small pro- 


Wh bability and thus caused many twofold coincidences but 


only few threefold and fourfold coincidences. This soft 
weakly ionizing radiation could be measured by counting 
the difference between twofold and threefold coinci- 
dences, for — according to our ‘measurements — three 
and fourfold coincidences, being equal in numbers, are 
caused by ionizing particles. 

We found that the difference between two- and 
threefold coincidences was the same in vertical and 
horizontal directions. Moreover, the absorption curve of 
the difference between two- and threefold coincidences 
showed that this radiation was reduced to half its value 
by about 5 mm of lead. These results suggest that 


the radiation may be ascribed to radioactivity of the 


surroundings, in accordance with the assumptions of 
the above authors. The great difference between the 
ratio of two- and threefold coincidences obtained by several authors [1]. 
[2], may be explained by the difference in intensity of the radioactivity 
around the apparatus. 

The ionizing or weakly ionizing nature of cosmic rays causing three- 
and fourfold coincidences can be investigated by comparing the number of 
three- and fourfold coincidences. It may be seen from Table I that these num- 
bers are the same within the error limit. Thus the cosmic radiation observed 
in the mine consists mainly of ionizing particles in accordance with the results 


of other authors [2], [4], [5]. 
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TABLE I 


Number of | Number of Come fh 
coincidences hours $ 
+ <= = 

Threefold coincidences (ILI) | 1921 4145 0,463 + 0,011 

—< — = 
Fourfold coincidences (IV) | 535 1096 0,488 + 0,021 
ee ee ee Bos 

II—IV i | — 0,025 + 0,024 


In order to investigate the penetrating power of the cosmic radiation 
underground, 80 cms of lead absorber were placed between the counting tubes 
of a threefold telescope. The results are shown in Table II. 

The penetrating and.ionizing nature of the radiation suggests that the 
penetrating particles observed in the mine are mainly mesons. 


. TABLE II 
Thickness of absorber | Coine./h 
I 5 em 0.463 + 0,011 
V | 85 cm 0.480 + 0,021 
Pj 0,017 + 0,024 
oe | | 0,037 + 0.052 


Supposing the hard particles to have penetrated the whole of the earth 
above the apparatus, i. e. supposing they are not of local origin, absorption 
of these particles in the lead between the counters may be expected to be the 
same as in an equivalent amount of earth above the apparatus. Thus the 
expected relative decrease in intensity in the case of 80 cms of lead is 


Al Ah 9.7 80: 11:3 - 82/207 


= Sy ee 


; 35 803i 
I h 6,5 - 104. 0,5 


where y = 2,7 is the absorption coefficient in earth of the radiation as measured 
below 300 meters w. e., h = 650 m w. e., and Ah is the equivalent of the lead — 
between the counters. The measured decrease in intensity, as may be seen 
from the table, does not contradict the above assumption. Similar results were 
obtained by Randall, Sherman and Hazen [6] at 850 m w. e. and by Greisen,,. 
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Cocconi and Bollinger [7] at 1600 m w. e. In disagreement with these results 
Barnéthy and Forré (at 1000 m w. e.) as well as Miyazaki (at 3000 m w. e.) 
found much greater decreases in intensity. 


E. Fenyves and Q. Haiman 


Central Research Institute for Physics 
Department for Cosmic Rays, Budapest 
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SOME INVESTIGATIONS IN THE FIELD 
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RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 
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built up of atoms of one kind. In this approximation the energy is given by the Coulomb 
exchange and overlap integrals of neighbouring atoms. The comparison of the chain, plane 
and space cases suggests conclusions as to the density of states in the band in the 
respective dimensions. 


1. Introduction 


In a previous paper [1] the chain structure of similar atoms was treated. 
This treatment could be extended to the case of dissimilar atoms in the chain [2]. 
We extend it now to the case of similar atoms in plane and space lattices, and 
in a subsequent paper to the AB type alloys in plane and in space. 

A square (resp. a cubic) lattice is assumed, each lattice point being occupied 
by atoms of the same kind. The atoms are momentarily supposed to be of unit 
eeey- At a fixed lattice distance we attributed to each atom a Coulomb 
integral, Q, which is equal to the ionization energy of the free atom in a good 
approximation, at least in the case of large lattice constants. The other two 
integrals, the exchange integral 6 and the overlap integral S can be defined 
at a fixed lattice constant in a way similar to that of [1] (2.11), (2.10) and (2.15). 
At first we neglect the overlap integral S, but we shall later on take it again 
into account. 


2. The form of the determinant equations in the plane and in the space case 


In the linear case the atoms could-be simply numbered: each atom had 
only two neighbours. Thus we started from the one end of the chain and reached 
the other end of it without any problem of branching. In the planar and spatial 
cases, however, there are branching problems, as the atoms have generally more 
than two neighbours, and if a suitable way of numbering is not fixed, the problem 
will be rather complicated. Our first task will be, therefore, to give the order 
of the atoms. 
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In the planar case we consider a simple square net of Im atoms ordered in 
l rows and m columns, each atom having an equal distance from its neighbours. 
The atoms will then be numbered in the following way. Consider first the row 
at the edge of the plane. The atoms of this row can be numbered uniquely as 
in the linear case from 1 to m. We take now the row next to the first and, star- 
ting from the same end as in the first chain, we mark the atoms from m + 1 to 
2m. Following this prescription each of the Im atoms can be numbered. 

In the space case we consider a simple cubic lattice of Imn atoms ordered 
in I vertical planes, whose normals are in a fixed direction, in m vertical planes, 
whose normals are perpendicular to those of the former planes, and in n hori- 
zontal planes. The numbering in this case will be quite similar to that used in _ 
the plane case. We consider first an end plane and number its atoms in the man- 
ner described above in the planar case. This plane has atoms marked with the 
numbers 1 to mn. Taking now the next parallel plane and numbering its atoms 
similarly from mn + 1 to 2mn etc., we see that all atoms are numbered uniquely. 

If other crystal structures are considered (e. g. the graphite structure 
in the plane case or face-centered or body-centered cubic lattices in the space 
case) in each case a different prescription suitable to the problem must be given. 
The case of these lattices, however, is much more complicated and will be treated 
in subsequent papers. 


With this notation of the atoms, the determinant equations can readily 
be written down. For the simple square planar case we have 


(1) ) Dn In 
(2) | In Din In 
(3) Im Dr : 
Aim = , . =107 : (2.1) | 
(1-1) *. Da ln | 
(1) | j eyed 1 Be | 


In the following we introduce the notation | 
By Og5 2 <n 9 Ont | 
By 5g. 0++ 5 On 


Cy 9 Cao 2 ee 9 Cn—1 n 


a 
for a matrix of order n in which the diagonal elements are a,, ay, ..-, 4, in thi 
order, beginning from the left upper corner, the elements of the first bydiagone 

over the diagonal are b,, by,..., 6, and those below it ¢, ¢y,-- +» Cr1 4 
other elements being 0. If the elements in the diagonal or in any of the | 
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be rewritten as follows 
ithe: 
Aun = Det >. . (2.1a) 
I 


In 


Here Im denotes the unit matrix of order m, 1. e. 


Tn 


I 
—_—_—__ 
or oS 
i , 


The matrix Dm is defined as follows 
1 
Da F 3 (2.2) 


Similarly, we have for the simple cubic spatial case 


a 
Aimn = Det |Dmn | =0, (2.3) 
’ Lan l 


the matrix Dn denoting the matrix corresponding to the determinant in 
(2.1) (changing / to m and m to n) and Inn being the unit matrix of order mn. 

The quantity x occurring in both cases has the meaning defined in [1] 
| (3.2) and (4.2) resp. (where the notation y was used for x in the present article). 


: nals are the same, they are written down only once. In this notation (2.1) can 


3. Solution of the determinant equations 


| _ The determinant equations (2.1) and (2.3) are readily solved by using a 
\theorem, concerning the latent roots of certain matrices, which has been proved 
‘by D. E. Rutherford [4]. Rutherford considers a matrix L(x) of the [-th order, 
/where x occurs in the chief diagonal only, and where the coefficients of x are 1 
im these elements, and further a similar matris M(x) of the m-th order. He shows 
‘that if the latent roots of L(0) are A,, Ag, --,A, and those of M(0) 143, Mey - ++» Hm» 
then the Beat roots of the parfftioned matrix L(M(0)) are A; + 1; (i= 1, 2,.. +945 
j= 1,2,...,m). This means that if the determinant IL(x)| can be written in 
the form 


~ 


. - (2) == It (x —— Ai) (3.1) 
and M(x) in the form 
i | “A (M(x)| =H (x— py) > (3.2) 
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then 
iim 
HL(M(x))| = IT (@—A;— wy) (3.3) 
ij= 


»Partitioned matrix« denotes here a matrix L(y), in which all the y are substituted 
by another matrix M(x) and in all elements of L(x) the unity is substituted by 


I,,, the m-th order unit matrix. As can be seen from (2.1) and (2.3) the matrices _ 


occurring there are such partitioned matrices. 
Thus using the definition (2.2) we have 


Aim = |Di(Dm(~))| (3.4) 
and 
Aimn = D,(Dm(D,(*)))|- (3.5) 


The latent roots of the matrix D,(0) are 


in 
A; = 2 cos = 3.6 
i ray (3.6) 
from [1] (3.23), and thus with the theorem of Rutherford we have for (2.1) 
l,m in jr ) 
Aim 1 (x2 cos —2 cos ] == <0) (3.7) 
ij=1 7+1 m+1 


and for (2.3) 


“ane. Woes Is -— 2 cos 
I+1 m+1 


<7) = 9: (8) 


We have obtained all the roots of the secular equations in this way, namely 
in the plane: 


tm ju . 
re [cos + cos 3.9 
es a m +1 G4 
eal Zonal tye false... ma) 


and in the space: 


in ju ket 
Xijp = 2 {cos cos 0s |: 3.10 
oo ( I+] it m+1 Rise nt 1) ( ) 


CT retires it + (8 ee EE OS K=1,2,...,%) 


4. The c se of non-vanishing overlap integrals 


If we neglect the overlap integrals S of the neighbouring atoms we use 
expression [1] (3.2) for x, and thus the energies for the planar and spatial lattice 
are 


E? = Q + 26 |cos Se cos jn 4.1 
Pty I+1 4 sag Si 
Git ,2,vcielss ReftedsQat deg) 


; 
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and 
Es=Q+ 28 (cos ” + cos (i co ; 4.2 
: I+] ay sme p} At?) 
CPZ, 2, « fog l 5 Sle 2, et aun os SIG)... 5 72) 
"respectively. 


In the case of a real crystal or crystallite the dimensions of the lattice 
are generally of the order 10-® cm, and thus the order of the numbers 
of the atoms in one direction is about 250 (taking an average lattice distance 
of 4 A). If we take I, m and n of this order we can assume practically that 1, m 


; . . . . ° 
: and n tend to infinity. In this case the energy band will be continuous (however, 


the relative distribution of the energy terms is not constant). We introduce 


Wh Say PR EY guy ag 
Pie ely ad 


- = (4 3) 


If l, m and n tend to infinity, €,7 and ¢ are considered as continuous variables 
in the range (0, 2). 


In both cases the energy terms are of the form 


E=Q+ 26u (4.4) 
where u is in the planar case 
u = cos € + cos 7 (4.5) 
and in the spatial case 
u=cos § + cos 7 + cos C. (4.6) 


Since u covers the range (—2,2) in the planar configuration and the range 
(—3,3) in the spatial one, the width of the band will be 8/A| in the first case 
and 12 IB} in the second. (Compare this with the linear chain, where the width 
is 4 ||, see [1]). The band is in both cases symmetrical to Q. The density of 
states is, however, dissimilar in the linear, planar and spatial cases. The reason 
for this is that while in the linear case all u are realized only in one way, in the 
planar case there are values which are realized in continuously infinite ways. 
However, in this case too, there are u values which can be obtained in only one 
or two ways. The spatial case even increases the number of realizations. 


Now €, 7 and € can be taken as uniform variables, in the sense that, by 
(4.3), any interval of £,7 or ¢ is proportional to the states lying in this interval. 


Thus the density of states can be calculated. Since the energy depends only 
on u, the density of states is equal to the relative number of the realizations of u. 


4 
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The number of states between u and u + du can be easily calculated. The | 
results are given in [3 ] (2.20), (III. 3) and (III. 6), see also Figures 1 and 5 in [3]. | 
The density of states is, in the ie case | 

D= [== aie _— = (4.1) 

dE =| 

where | 
du a? 2 : 

in the planar case, K’(k) being the complete eiliptic normal integral of the second | 

kind of argument 1 — k?, and | 

aN _ 21+ 1)\(m+1)(n+1) 1 dV (4.9) 

> du m3 2 du : 


1 ie | 
in the spatial case, — 3 7, being tabulated in [3], Table IT. | 


It is interesting = compare the density curves in the linear-planar-spatial 
sequence. In the linear chain the density of states never vanishes and grows to ! 
infinity at the bottom and top of the band. In the planar structure the density | 
of states does not vanish either, but it becomes infinite in the middle of the band 
and remains finite at the bottom and at the top. In the spatial case the density 
of states is always finite; there is a middle portion of 1/3 breadth of the whole | 
band, in which the density is almost constant. From this the density decreases’ 
in both directions to zero at the bottom and top of the band. (See Fig. 1.) 


The average energy per electron can be calculated assuming one-valency | 
atoms as follows. According to the Pauli principle each of the lower terms is 
occupied by two electrons. Since in our case the number of the terms in the band 
is the same as that of the electrons, only the lower half of the band will bed 
occupied. The average energy per eg is therefore 


POE is 


EP = Obese ae (4.10) 


in the plane case, which gives with (4.8), [3]:(1.6) and [6] p.78 
mo 41%p. (4.11) 
= 


In the space case we can calculate the average energy per electron in a 
similar way. If the object is to calculate the threefold integral occurring here 


ee ee 


/EEESeeeeeeee&es&eeeeeseeteeeeee-— is 
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ig. 1. Density of states in the a) linear, b) planar and c) spatial case. In all three cases the 
“shaded figures are calculated with neglected overlap integrals, the full-shaded figures with 
non-vanishing overlap. (Q =—7,p=—1, S=0,1.) The average energy. values are also 
marked for S = 0 by Ky and for S # 0 by E;. (Only the filled halves of the bands are shaded.) 
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(in €,7 and €) it is necessary to integrate over a fairly complex volume (see [ 


aN . 
Fig. 5 and [5]). Table II in [3] and (4.9), however gives du’ and so E can is 1 
calculated without the analytical round about way. Formula (4.10) holds once 
again with change of the upper limit of integration to 3 instead of 2. Table Il | 
in [3] gives, however, only an approximate value. A more precise value has | 
been given by the analytical method of G. R. Baldock.* With Baldock’s value 


we have for the spatial case 


Es = Q + 2,0048 p.** (4. 12) 
‘ 
| 


5. Non-vanishing overlap integrals 


In the case of non-vanishing S, we use the expression [1] (4.2) for x but © 
apart from this the conclusions of section 4 also remain valid here. | 
The energy will be given by 
_Q+2pu 
1+4+2Su 
instead of (4.4) where the meaning of u is here also that of (4.5) and (4.6) resp. — 
The density of states can be calculated in a way similar to that in (4.7) : 


ja | healer _ (1+ 2Su)? 2Su)? |dN 
| dE dE 2\8 — SQ| 
where Tu is again given by - and (4.9) resp. This s\ of states is also given 


Bil 


D= (5.2) 


in Fig. 1. 
dE 
To calculate the average energy we note that res has always the same 
u 


dN 
sign and that i, is symmetrical to u = 0. Therefore in the case of one-valency 


atoms, where we have to populate the lower half of the band, we must take 
into account the states in the interval (—2,0) or (0,2) and (—3,0) or (0,3) resp. 


dE 
according to the sign of Sc In any case the highest filled term is at Q. 
u 


In the case SB < SQ the average energy can be obtained by evaluating the 
integral 
2 


rp 2 Q+2pu , 
ePr  ee K  da. ; 

nm?) 1+2Su ¢) . (65) 
0 


* G. R. Baldock, in a private communication. 

** The value 1,945 instead of 2,0048 in [5] has been calculated with an analytical method 
different from that of Baldock and having a larger error in the numerical work of the com- 
putation. 
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This chiral can be easily transformed, by using [3] (I. 6), into the follow- 


S(S) can be evaluated easily for S << ¥, by expanding the integrand into 
#power series in S and integrating term by term, using the results [3] (1.12) : 


fis) =1- 8s +4 8*— gar St Poe (5.6) 


5 form 
| fe K’(5) du 
pf ee ee 
| : bemigt (2 s} nl 1 +2 Su 6) 
Bp 8 eel? 
| Be = + (0= 4) 415). (5.5) 
pere f(S) is a function depending only on S. 
| 


i is tabulated for some values of S in Table I. 
| In the case 6 > SQ the average energy is similarly 


2 
me — 2 (Q—-26u,, 8B oe 
| ee ies (5) at | 5) 85) wu 
0 
there now 
rice Ee Aa) 


hich can be evaluated in a way similar to f(S). The values of a(S) for some s 
re also given in Table I. 


TABLE I 
pealison. Thus rach ATABEH be foae @ neighbours va 
s | AS |) | mS) | KS) 
| 
0,00 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,05 0,929 1,094 0,912 1,119 
0,10 0,870 1,220 0,844 1,307 
0,15 0,822 1,411 0,788 1,672 
0,20 0,780 1,766 — — 


The same situation holds in the spatial case, except that ca upper limits 
f the integrals in (5.3) and (5. ee replaced by 3, sirobeedh 5 2. K’ 5) im the 


ntegrands has changed to as aul The function h(S) aes to f(S), 
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and k(S) analogous to g(S) can be evaluated using Table II in [3]; 
are also tabulated in Table I. 
The calculations are now being extended to the case of more complex 
crystal structures. These will be published later. 
I am indebted to G. R. Baldock (Liverpool) for his kindness in informing 


me of his results concerning the evaluation of the space lattice problem. 


. | 
| 
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KCCJIEQOBAHHA B OBJIACTH TEOPHH TBEPJIbIX TEI. 
Il. MMOCKOCTHAA MW MPOCTPAHCTBEHHAA PEMETKA, MOCTPOEHHAA 
M3 OJHOPOJHbIX ATOMOB 


T. A. Todoman 
Peswme 


TIpH MOMOMM MeTOMa MOJeKy IAPHOM TpaeKTOpHH — c NpHOMMoKeHHeM JHHeHHOH KOM: 
OHHaqHH aTOMHWIX TpaekTopHii — MooKeT ObITh pacuHTaHa 9HEPHA KBaspaTHOH MOCKOCTH 
H mpoctoH Ky6nyeckol npocTpaHcTBeHHOH pelleTKH, NOCTPOeHHOH H3 OAHOPOAHHIX aTOMOB 
B 9T0M NpHOJIHKeHHH SHeEprHA pacuHTbIBaeTcA MpH MOMOMIM HHTerpasoB Ky ona, obmena 
MOKpLITHA CocefqHHX aTomoB, M3 cpaBHeHHA CJly4aeB Wen, NAOCKOCTH H MpocTpaHcTBa MO} 
GbITh CAeNaHbI BHIBOAH OTHOCHTCEIbHO HOTHOCTH COCTOAHHA B cieKTpa BHO CTpyKTy pe H 
Ke erO H3Me€HCHHA MPH pa3JIHYHbIX JHMeH3HAX. 
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| A mathematical method similar to that in the previous paper is used to calculate the 
|4—B type ordered systems in the plane and in the space, for simple square and simple cubic 
Jattices. The stability of the structure against dissociation is discussed in the chain-plane-space 
sequence and thus conclusions can be drawn as to the occurrence of crystals in the respective 
i my The band scheme is discussed for the cases of vanishing and non-vanishing overlap 
ntegrals. t 


1. Introduction 


A plane and a space lattice of similar one-valency atoms was treated in 
a previous paper [1]. The same method can also be used to treat A—B type 
binary systems. The determinants here can be transformed to such as those 
occurring in the case of similar atoms. So the determination of the individual 
energy terms of the different molecular orbitals presents no difficulty. However, 
the calculation of the average energy, and thus the discussion of the stability 
of the crystal, involves rather tedious mathematical work. 


We consider first a simple square lattice, and later a simple cubic one built 
up of one-valency atoms of two kinds, A and B, with strict order of AB stoichio- 
‘metric composition. Thus each A atom has four B neighbours in the planar 
and six in the spatial case and vice versa. 


In the planar case the first index relates to the row, the second to the 
column of the atom. We treat the general case of a plane with mn atoms, where 
m miust not be equal to n. 


Inthe spatial case the aut index relates to the plane, the second to the 
row and the third to the column of the atom. Here the general case is consi- 
dered with Imn atoms of a parallelepiped of unequal sides. 


The two types of atoms have the respective ionisation energies Q, and Q,, 
defined in [2], (2.11). The exchange integral between an A atom and a neigh- 
bouring B atom, f, is defined in [2] (2.10). At first we neglect the overlap 
integrals of all the atoms and the interaction of non-adjacent atoms. 
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2. The plane A—B lattice with vanishing overlap integrals 


The mn atoms in the plane can be ordered, for example by taking the first 
indices (rows) first and then the second indices (columns). Thus the secular 
equation of the problem contains an mn order determinant built up of a 


using the notation of [1]: 


B | 
be A, (rAgyel, “Agtser?, 1 ,A,,4,] = 0, (2.1) 
B ps 


x 


where A, and A, now denote the matrices A, = M,, with 


B | 
mim (01-209 Bs 04 =F. 04 Fina -B OB] (2.2) 
B n 


and A, = M, with 


B | 
wim ( 8. 0-2. 05 B, OB eB Oa 2 (2.3) 
B n 


0 
n-(5] : : (2.4 
0 Jn 


To fix the case we assume both m and n to be even. 


further B= N, with 


Dividing each element by f, we get again (2.1) with the new meaning of 
A,, Aj, B: 


A,=K,, 
As = Ke (2.5) 
Ba—t, 
with 
1 
k= [ sere] ; (2.6) 
1 n 


1 
B= [genres cal ? “(2:%)3 
: n 
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0 
(1), (2.8) 
O/n 


j;re the notations [3] (2.1) are used. 

| The elements of this determinant will be denoted by four indices, the first 
¥| denoting the position of the row, and the other two denoting the position of 
4 column. Thus for instance aggyg means the element in the (a — 1)n + £-th 
@; and the (y — 1)n + 6-th column. (Naturally the values of a and y are con- 
i'd to the numbers 1 to m and those of £ and 6 to 1 to n.) 

| Now by multiplying each row for which a + f is even by |/y, each row 
jh a + B odd by x, further dividing each column where y + 6 is even by \= 
1 each column with y + 6 odd by |/v, the determinant takes the form [1] 
al). This result for the reduction of this determinant was given by D. E. 
therford [4]. The determinant equation is now exactly the same as in the 
e of similar atoms. Thus the results in [1] can be used for this case substi- 
jing xy for x occurring in [1] (2.2). The roots of this equation are (see [1], 


I) 


4 I the unit matrix 


Vay = 2 (cos JX + cos kere |; 

f m+1 n+1 
Gate: sg mt, Kad 2. 

Thus the equation for E becomes with the use of [3] (2.1) : 


E? —(Q4 + Qs) E + QaQe — 46? (cos 2g bat henge a =0 (2.10) 
m+1 n 1 


d so 


Ey, = Gate . 916) Jn we (cos ju Dens ka oe 
: ee mitt (2.11) 
QatQs , Qa—Qal |/1 + 9 (cos —#=— + con}? 
SS fh Se 1 2 . 
3 + ; } Lag Colne tac earaed 
(j=1,2,..., ms k=1,2,...,n). 
ere havé been introduced the abbreviations 
q= | ede | 2s — Me ei LA (2.12) 
Qa —Qs 4B 


in [3] (2.24) and (2.26). The number of different values (2.11) is only mn 
though the double sign occurs in the formula. This can be seen directly, 
»ting that the square root gives the same value when simultaneously substi- 
iting m + 1 — j for j and n 4- 1 —k for k. 
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From (2.11) it is obvious that the energy terms are placed symmetrically 


PL, = Qs and that there is'a forbidden gap of width | Q, — Qa oe 


Now the densitiy of states can be obtained in the same way as in Bh 
To this end we consider a very large crystal, i.e. m—> co and n—> °°. To main= 
tain the generality we take m/n a finite constant as this does not alter our argu-— 
ments. Thus we introduce the quasi-continuous variables : | 


1 
he (2.13 
= c F) k= 2c ar) ? 7 
a n+1 ( % 
and | 
E(£,7) = atte +: 2/6| Vr? + (cos € + cos 7), (2.14) 


where € and 77 both run over the interval (0, ). Now E(€, 7) depends on € and 
only through the function u = cos € + cos 7, thus 
E(€,7) = E(cos € + cos 7), (2.13 
where 


E(u) = Sate + 2|6| Vr? + u?. (2.16) 


€ and 7 are uniform variables in the sense that the number of states in any finite 
interval of length df and dy is proportional to d€d7 yews these intervals are 


placed in the (€, 7)-plane. Each interval df of length — 


contains one state. Thus the number of states in ae area d€d7 is 


(m+ 1) (m+) yey 
1 , 

To calculate the number of states with energies between E and E + dE 

i. e. the density of states, we have to evaluate the area dF in the (£, 7)-plane, 
which is bounded by the curves E(€,7) = E and E(€,7) = E + dE. These 


curves are 


n+1 
aN, = 


cos € + cos n=u 
and cos € + cos n= u-+ du C14 


where du = = ee (See fig. 1.) 


* Actually the width of the gap can be larger than |Q4 — Qa| e. g. in the case n = 2, 


m = 3 it is |Qa— Qa] Vi + 0,04299q? > |Q4— Qa]. If m and n are large, the width converges 
towards |Q4 — Qp|, but the gap is always wider than |Q4 — Qal. 
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ig. 2. Density of states in an A—B type plane. The half-shaded part has been calculated with 
‘= 0 and the full- shaded part with S # 0. E, and E; are the corresponding average energies~ 
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The density of states, D, is therefore 


pe pa he eee Cesare 
| dE ie dE 


: (2.19) 


| 


= (eemeth (ahs 
2 wu | 


wt 


dF 
dE oo immediately be obtained from (2.16). To calculate wR the striped are 


of Fig. 1 has to be evaluated. We obtain (see Appendix I) 


AAARRRASS: 


A AARARTRAATRTRTRRBCTALLTLRRLLE ES 


QQ 


SOAS 


SSARTARAANSS STEELERS 


SSN 


WOK 


Sees 


A 


DSSS SSS 


RQQQAGAAAN 


BD 


iS : : 


lS, 


Uz 


£ & 


et 
ne 

a 
© 


Fig. 3. Density of states in an A—B type space lattice. The half-shaded part has been calculated © 
with S = 0 and the full-shaded part wirth S # 0. E,.and E; are the corresponding average energies. 


Thus D can, taking (2.19), (2.10) and (2.16) into account, be expressed as 
function of E. The result is represented for a typical case in Fig. 2. The diffe- 
rence between the density curves in the planar and in the linear case is remark- 
able (see [3] Fig. 2.).In the linear case the density has a minimum in each 
band, whereas in the planar case it decreases monotonously from the inner side 


of the bands. 
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The plane is similar to a chain in the sense that at absolute zero the lower 
if the two bands is filled and the higher band is empty. Thus we have for the 
(verage energy per electron : 


Ey 
J ED(E) dE 
ns Ey 
i 7 10 edie (2.21) 
f D(E)dE 
5} Fy 
\vhere the integrations extend to the lower band, i. e. 
E,= faite —2piVr+4 
ind. 
E,= Qe. 


The denominator of (2.21) can easily be evaluated with help of (1.6) of Appendix I 
ry P ppe 
(neglecting the common factors in the numerater and denominator) : 


be [ouyae | oF x2 (% | du =n, (2.22) 


Ey 


The numerator is with (2.16), (2.20), and (1.6) : 


j ED(E) dE = 24 Gs z Qs 2 418) jx") Vio uta. (2.23) 
é 
Thus (2.21) has the form 
E= _Qat+ Qs 4/6! [x (?) Vr? + uw? du. (2.24) 
2 nm J \Q 
The integral Ki? = ‘i K(S ew \'r? + u® du has been evaluated numerically 


for several r. (See Reus II.) The results are tabulated in Table I. 
The average energy calculated here is always smaller than the average 
energy of an AB molecule calculatéd with the same approximations. The latter is 
Emot = Gate Ta ily iy 4r?, (2.25) 


Thus the measure of stability agaihst dissociation into molecules (keeping 
#8 constant and varying Q, — Qz, i. e. r) is: 


Dou (r) = Ky —V14+4r?. (2.26) 


2 Acta Physica 11/2 


114 T. A. HOFFMANN 


TABLE I 
| 10 0 0 
r | KO E ) Ki ) E ) 
0,0 1,621 1,081 | oo co q 
0.1 1.654 1.091 5,206 1,651 ; 
0.2 1.720 1.113 3,897 1.367 
03 1.807 1.142 3,211 1.199 
0.4 1911 1.184 2.762 1.078 i 
0,5 2,628 1,231 2,437 0,985 
0.6 2.154 1.282 2.183 0.907 i 
0.7 2.289 1.339 1.983 0,840 
0.8 2.432 1.400 1,822 0.788 ; 
0.9 2,580 1,465 1.684 0.740 
- : | 
1,0 2.735 1,533 1,564 0,697 
12 3,055 1.678 1371 0,624 
14 3,391 1.832 1.219 0,564 F 
16 3,737 1.993 1.097 0.514 
1.8 4,091 2°160 0,996 0,472 t 
+ (rotstigsodnh LC2 volgppatiing yal (a anioed apenas 58 g 
2,0 4,453 2,331 0,911 0,434 
2,5 5.378 2.776 0.750 0,363 
3.0 6,324 3.235 0,636 0.310 
3.5 7,284 3.705 0,552 0.270 | 
4.0. 8.254 4.181 0,487 0.239 
4,5 9,230 4,662 0,435 0.215 
' . 
so | 10,211 5,147 0,393 0,194 . 
10.0 | 20,131 10,076 0,199 0,099 | 
. 
2Qnol 


003 
0.02 
Qos 


O Of Q2 23 2% O5 26 


Fie. 4. Measure of dissociation into AB molecules in the chain, in the plane, and in the space case. 
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Ynot Tepresented in Fig. 4 has a well defined maximum at r = 0,24. Keeping 
a— Qs constant and regarding D?,,, as function of 8 we find that it has no 


\aximum at all. The situation is thus similar to that in a linear chain (see [3] 
ig. 3.). 


3. The plane A—B lattice with non-vanishing overlap integrals 
| 


i 


If the overlap integral S between an A and adjacent B atom does not 
vanish, the situation is somewhat more complex. Equation (2.9) is also valid 
)1 this case, only the definitions of x and y are those of [3] (3.1) instead of [3] 
2.1). Thus the equation for E is 


(1— 4S? u?) E?—(Q4 + Qp— 8B6Su?) E+ QaQp—462u2=0. — (3-1) 


In the case of S being small we can use the method of successive approxima- 
‘ions to solve (3.1) for E.* We consider S as small of the first order, S’ as small 
f the second order etc. Similarly, we split the energy E into parts E, (for 
vanishing S), E, (small of the first order), E, (small of the second order) etc. Thus 


B= Eb, bEP+ Eye? (3.2) 
Substituting (3.2) into (3.1) and equating the terms of the same order, we 
ind the following equations : 
Ep —(Qa + Qs) Fo + QaQs — 46? u? = 0, (3.3) 
8BSE, u? 
= LEP S En Bey a, (3.4) 
Qa + Qs— 2E, 
_ 8BSE, u® — 4S°E}u? + Ei 
Qa + Qs— 2E, 

Ey 86SE,u? — 8S°E, Eu? + 2E,E, 
Qa + Qs— 2E, 


(3.5) 


(3.6) 


Equation (3.3) is identical with (2.10), so that its solution can be written 
in the form (2.16). Thus the denominators are 


Qa +Qs— 2E,= + 4\B| \'r? + u, (3.7) 


* This method is equivalent to the expansion of E into a power series in S. However, the 
effective evaluation of the coefficients is in this way the simplest. The uniform convergence 
of the expansion in the range (0,2) for u is assured for S <1/,, as a rough analysis shows for 
almost any values of Qa, Qg and f. Thus the series occurring can also be integrated. 


»* 
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where the upper sign belongs to the higher band and the lower one to the lo 
band. From this it can be seen that for non- vanishing r (i. e.: if there are reall} 
two different components of the crystal), the denominator remains finite in 
every case. Thus this approximation has no singularities at all. 

Substituting the zero-order approximation for E, (see (3,7)) into (3 4) 
we get the first order term of the energy (taking into account that f is negative) : 


S(Qa + Qe) uv? : 
E, = —4gS vu? 3.8) 
pS ut + “SAS (3.8) 
Similarly, the following terms are obtained successively from (3.5), (3.6) et 
S?(Q4 + Qz)?r? u? _ 46S?(r? + 2u?) u? 
Ey = 2S? 2 = > (3m 
2 (Qa A Qz)u se 4B (r2 ne u2)*/2 Vr? Za ue ( 
S*(Q4 + Qs)*r?ut i 
E. ee 844 7 AYA TT Sayre f 
3 16BS' u* 8B%(r? aps u?)*/2 ‘ 
25%(Qa + Qo) (r?+2ut)ut | 8S%Qa + Qs) ut, oan 


(P+ aye Vt 


“The effect of the overlap is shown in the broadening of the higher band and the 
narrowing of the lower band. The average Nay per electron is now 7 


obtained by multiplying (3.8)—(3.10) by Re () and integrating into 


in the lower band. Thus using the results of Jee I and II we get 


NS sp5 ee ee oe (K,” —r* K,°), sail 
rs | (Qa + Qz)2S? ( or 
E,=2(Qa + Qo)st + SA 82 [02 + 8) Ke — BES (+ 8) Ky + 

+ 12E,”] + ie - [r2(r4 + 16r2 + 16) KY + 16r2E{° + | 
rti4 
+ (r4 + 8r2 + 24)K,” — 24E)], om 


a S(Qa + Qa)® o 
E, = —366S* + + Sasuciblaysl [r2(r2 + 6)(r2 + 8)K® + 272(12r4—r? 52). — 


— (r2 + 6)(r? + 8) Ko? — 12(r?— 2)(2r2 + 5) EO] + 
ai, S8(Qa + Qa) [r4(2r2 -17)KY = 
3(r? + 4) , 
— 16r2(r?—2) EF, — 272(r? + 10)Ki"+ 4(5r? —16)E]. (3.13) 


: 
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The density of states for a non-vanishing S case are also given in Fig. 2. 
is remarkable that the allowed bands shrink and especially, that the lower 
ad is much narrower than the upper one. (This is the case in the figure, where 
used 0, = — 6,4, Q, = — 7,6, 8 = — 1 and S = 0,1. In general, however, 
ne alterations occur.) 


4. The A—B space lattice with vanishing overlap integrals 


If the atoms constitute a space lattice the method of section 2 can be 
jopted in principle. We consider Imn atoms, ordered according to the first 
lices (vertical planes perpendicular to the plane facing us), the second indices 
wrizontal planes), and the third indices (vertical planes parallel to the plane 
|posite us). 

The secular equation of the problem is a determinant equation, where the 
terminant has 1?m*n? elements. The determinants are of a type similar 
(2.1)*, but here the matrices B are unit matrices of mn rows and columns, 
d the matrices A, and A, are of the form (2.1) : 


I 
Wea (| _ 4D 
I ie 
jd 
. 
oe | (4.2) 
J /m 


rere the notations (2.6)—(2.8) are used. 


Similarly dividing and multiplying the rows and columns of this deter- 
jmant, the same result as in the planar case is obtained. 


us ju 
Vxy = 2 —|>» 
a Chwarae Gee (4.3) 


(EET 2 e.g RR PS aie as Ie Oe) phage a ori It)'y 


id the equation for E becomes 


. . z 2 
2 —(Q4 + Qs)E + Qa Qs— 46? (cos ae + cos : + cos = } = 


4 , a (4a 
or large J, m and n we introduce the variables (2.13) and 
eg alse te nail (4.5) 
I+1 


* The determinant analogous to (2.1) has now | rows and columns. 
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The energy term is now a function of 
u=cos € + cos 7+ cos € (4.6) 
only. The explicit expression for the energy term is again given by (2.16). 


The number of statesin any (finite) interval of length df, dy, and d€ i: 
proportional to df dy d¢ anywhere in the (£, 7, ¢) space. Each interval d§ of 


zi 7 and d of length 


contains one 


length . dy of length 


m n 
state. The number of states in the volume d€dydC is 


aN ee en eee (4.7) 


3 


Thus the number of states in the energy range (E, E + dE) is proportional! 
to the volume dV in the (£, 7, C) space, which is bounded by the surfaces 0! 
E(é,y, 6) = E and E(§,7,¢) = E+ dE, i. e. between the curves (4.6) and 


cos § + cos 7+ cosC=u-+du, 
where 
du sx SE apt 
dE 


(See Fig. 5.) 


Fig. 5. The surface u = const. in the (§, 7, ¢)-space. 
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arccas (uef-cos¥) Tr 7 


a) 


arceostu-t-cosl) A % 
y 


Fig. 6. & = const. sections in the case 0 <u <1; a) & < arccos u, b) & > arccos u. 
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Thus the density of states, D, is 


pale |_ C+ Dim t DO t+ D V+ Vint Der |S : 

hy | dE| a3 i a8 du ||dE 
(4.8) 

du . : ‘ dv . ‘ ; 

— is again obtained form (2.16). —— is connected with the evaluation of 


dE du 
the shaded area in Fig. 6. (See Appendix III.) | 


TABLE II | 
| 7 ; 
av | 1 a 
uB a u =oF oe 
du | 2 du 
| | 
1,0* 8,843 2,0 3,013 
11 6,928 2,1 2,758 
1,2 6,110 2,2 2,513 | 
13 5,506 2.3 2.276 
1,4 5,013 24 | 2,042 
15 | 4,589 2,5 1,810 
16 | 4,915 2'6 1.573 
1.7 3,878 2,7 1,325 
1.8 3,569 2,8 | 1,052 
19 3,282 29 | 0,718 
! sed, 
3,0 | “0,000 
| 


The density of states as a function of the energy is given in Fig. 3. Note — 
the break in the density curve at u = 1. The average energy per electron is — 
now (using [III. 3], [III. 6] and [III. 7]) given by 


3 3 
_ 14,8 , feat Cs )-2ibi RK 
Ea [Ede po oe s tie Vr? + u? du. (4.9) 


The integral on the right hand side can be evaluated numerically using 


2 
Table II. The values of this integral (with the factor a are given for various 
1 


rin Table III. 


* For values of u <1 see Appendix III. 
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TABLE III 
2 paV pane 
— eel toad di = { seit 2 
| r = ne +u? du r | mall de r+u? du 
| 0 | 0 

0,0 2,004 (2,0048)* 1,0 2,996 
0,1. 2,027 1,2 3,297 
0,2 2,079 1,4 3,614 
0,3 2,152 1,6 3,945 
0,4 2,242 1,8 4,285 
0,5 2,345 2,0 4,635 
0,6 2,458 2,5 5,531 
0,7 2,581 3,0 6,456 
0,8 2,713 3,5 7,400 
0,9 2,851 4,0 8,353 
4,5 9,315 
5,0 10,288 
10,0 20,141 


| ‘The measure of stability against dissociation into molecules D*.,, (r) can 
e€ constructed in a way similar to (2.26). Ds,,,(r) is represented in Fig. 4. Here 
he curve has a maximum just as in the linear or the planar case. It is remark- 
ble that the maxima are reached with growing r in the following order : space 
attice, linear lattice and plane lattice. This means that if the lattice constant 
iminishes (i. e. 8 grows) we can arrive, in certain ca‘es, first at a lattice constant 
referring plane structure, then at one preferring chain structure. (But, the 
lifference between the abscissae of these two maxima is very slight and the 
tructure-type is determined mostly by other factors). Only later can a distance 
weferring space structure be obtained. This is in accordance with the obser- 
‘ations of pinshaped crystals during their development. If, however, the exchange 
ntegral changes its sign between the equilibrium position and the infinite sepa- 
tion, the sequence can be just the reverse. It is remarkable that such sequence 
8 found in the few A—B type crystals, which also have a plane structure, thus 
ndicating the qualitative use of the above rule. The case FeSe is an instance 
juggesting that the 6 ;,;, changes its sign, which is probable as 6 p,-, does so [7 ]. 


* The value in brackets is the exact value calculated without the assumption of the 
sonstancy of = < in the range (0,1). This valug was calculated by G. R. Baldock to whom I am 
ndebted for informing me of his result. See fl ]. 
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5. The A—B space-lattice with non-vanishing overlap integrals 


The case of non-vanishing overlap integrals can be treated with a method 
similar to that of the planar case in section 3. Formulae (3.1)—(3.10) remain 
unaltered, but u is given by (4.6) instead of (2.18). The range of validity is now 
S <1/,. Thus the average energy terms of successive order are 


= — 66S —(Q4a + Qz)SAq’ , (5.1) | 
B, = 304 0.)s + (S4sH ees ae! OS As? + 4BrtStA,? + 8pStA?, 

(5.2) 
E, = — 906S* + ses ae Ay + 2(Q4 + Qzp)r?S3A,” + h 

+ 4(Q.4 + Qe)S*.4:” — 8(Q4 + Qz)S? A: . (5.3) 
? i 

where 
3 0 
Diab od | Sa oe Va 5 (5.4) 

13 F (r? at aa ‘dw 


can be evaluated numerically by means of Table JI. These formulae are valid for 
S </,. The density of states is given in Fig. 3 for a typical case. The break) 
on the lower band density curve cannot be seen, because it is about three times) 
as high as the height of the figure. 

For this case, however, it is not worth while to give general formulae, as) 
the numerical integration is always a more direct and convenient process, if the) 
data of the atoms are given. 

In the calculations with this method for another crystal structure of tha 
AB type, and for crystal types of different composition difficulties are encoun- 
tered which generally cannot as yet be overcome. However, the case of impurities, } 
and some conclusions regarding the order-disorder problems will be dealt with 
with similar methods in subsequent papers. 


Appendix I 


The striped area in Fig. 1 can be evaluated as follows. Only one of 
the two striped parts need be considered as both parts are equal ; thus the result 
is taken twice. Taking £ at first constant we have 


du = — sin ndy : (1.1) 
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| 
id thus for the area 


| arccos (u—1) 
| dé 


- dF = 2 {d§dy=2du (1.2) 


sin 1 


here 7 has to be taken from (2.18). Here we have 0 < u < 2. Substituting 
= cos € we have 


Ae 1 
Sashes lee aa eae 

gk J Ve—u—he—he—e+ het) (1.3) 
u—1 


| 0 
hich is according to [5] p. 84 a complete elliptic integral of the first kind 


( 


arecos (u—1) 
dg 


= K’ (=): (1.4) 


sin 4 2) 


For the definition of K’ see [6] p. 55.) Thus we obtain finally 

| dF = 2K’ ¢) ie (1.5) 
his last relation makes possible the evaluation of a definite integral frequently 
ecurring in similar calculations, namely the integral 


1 a 
[ K'(k) dk ==. (1.6) 
é 4 
This result is easily obtained by calculating the whole area of the square 
drawn in Fig. 1. This area is x*; it can also be calculated with (1.2) and (I.5), 
2 1 
[ar =2 [ K’ (5) du = 4 | K'(k) dk (1.7) 
5 6.2 6 
from which (I.6) follows immediately. 
With (1.6) certain other integrals can also be evaluated. Thus with 


(K'dk = { k®K'dk + { (1 — k?) K’dk and integration by parts (for E’ see [6] 
ip- 55) we obtain 


1 m 
[ E(k) dk—=—. (1.8) 
5 8 

Using integration by parts it can generally be shown that 


1 


1 
[Rente'(he) dk = (2n +)(2n—V) [ k2n—2E'(k) dk (1.9) 
3 (Qn+2)2n 
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and 
free) dk = 2 fy 2B" (k) dk ; (1. 10) 
‘ 


thus we finally get the integrals 


m\? In+] x2 


1 
| R2nE'(k) dk = (7) te ee (n= 0,1,5,.+-) (Lin) 
: 


y(n oOo 2s). (1.12) 


A42nti 


| k2nK"(k) dh : Cy 


Appendix II © 


In the treatment of the plane problem we meet several integrals of the form — 
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2 
Kes | ) Phy (11.1) 
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All these integrals can be reduced to four basic integrals, K%, K{® and — 


the integrals EO, EO, similar to K®, K©, where 
2 


prey pen eee G) aan (11.2) 
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and E’ (3) is a complete elliptic integral of the second kind (see [6] p. 55). These 


four integrals have to be evaluated for various values of r so that together with 
the following recurrence formulae all integrals of the type (II.1) or (II.2) can be 
evaluated. The four basic integrals have been evaluated by numerical inte- 
grations. The results are tabulated in Table I. 


The recurrence formulae for the integrals can be divided into three groups. 
First are given the formulae with which to calculate Ki™ —™, Kim 
and E\™ for m=1. The second group gives the formulae for °Ko and 
E©) for any n, and finally come the formulae for K“” and E” for any n 
and m> 1. 

These groups are obtained partly by integrations by parts and partly by 
elementary transformation and the use of [6] p. 78: 


(2m + 1) Ky” = r?K,"—? + 8mE,"—" — r#K,"—? — 42 E;"-?, (11.3) 


(2m + 1)(2m + 3)E,” = Ky"? + [(2m + 1)r? + 16m(m + )]E-» — 
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— AK "-? —[(Q2m + l)r? + 8(m + 1)}PE,"~”, (II.4) 
(I1.5) 


(m) __ Jailm—1) emim—) 
Ke, —rK, : 


Bee + pple _ rE ™ 4 (IT.6) 
(mi 21,.2,3,0-) 


(2n— 3)r4(r? + 4)K,” = 41? [(n— 2)r? + 4n— 9] K® ,— 8(n —3)r2En_ 1 — 
— [(2n—5)r? + 8(n— 3)] Kye + 4(22—7)En 2, (11.7) 


(2n— 3)r2(r2 + 4)EO = Kp + 2 [(2n—5)r? + 4(n— 2) ]En 1 — 


; = Ke. (2n— Ty (1.8) 
(2n— 3)r(r2 + 4)Ky? = [(2n— 2m— 3)r? + 8(n—m— 2)|Kx1— 
— 4(2n— 2m—5)E™, + 4(2m—V)rPEna” » (II.9) 
(2n—3)(r2 + 4)E@” = KW, + (2n—2m—5)Eq™ + 4(2m— LE 
(m=1,2,3,..+) (1.10) 


Appendix III 


In the evaluation of the striped volume in Fig. 5 we have to distinguish 
between the case 1 < | u| <3 and |u| i. 

In the first case we consider 1 < u <3, but the same holds also for 
—3<u< — 1. Now the area is that of the left-hand area in Fig. 5. Making 
a section £ = const. (€ < arccos (u — 2)) the shape of the section is similar to 
‘that in Fig. 1 with the difference that the curve now reaches the coordinate axes 


at arccos (u — 1 — cos £). The double area is therefore readily given by (I. 4). 


dF =2du K’ (4) (111.1) 
.and the double volume 
arccos (u—2). ian é 
dvV=2du. [{ K’ aoe dé, (111.2) 


0 


‘from which oa is found. The value of ; - is tabulated in Table II. The 
u u ; 
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calculation of the integral has been performed numerically after the trae 
formation 


arecos (u—2) 2 K’ () de 
qv _ | K’ -S) dg ad Sis) A a aun), 
“ 2 VI— | 
} 
In the second case — 1 < u <1 only the case 0 < u <1 need be considered, 
just as before. The shape of the section € = const. is now that of Fig. 6. The 
double area is accordingly given by (III. 1) in the case b) of Fig. 6. In the case 
a) of Fig. 6 similarly 


; 


| 

| 
dF =2duK’ ci. (IIL) bi 
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i.e. im any case VL 


dF —2duK’ (“=eeel). (IIT. 9) 
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the value of which is practically constant for brat 0<u<1 and cxwall 
8,843 (in average). 


In a manner similar to that with which we proved (I. 6) we obtain the’ 
value of the following double integrals : 


u+l 


) ae 3 2 he 
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This integral can also easily be obtained by changing the order of integration. 
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\RZEUGUNG PHOTOGRAPHISCHER BILDER 
| AUF SELEN DURCH KRISTALLISATION 
(UNTER DER EINWIRKUNG DES LICHTES 
| 

| Von 
| P. SELENYI 


| PHYSIKALISCHES INSTITUT DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 
\ (Eingegangen: 15, III. 1952.) 


| Die Kristallisation des glasigen Selens wird durch Beleuchtung beférdert. Verfasser hat 

ese Lichtwirkung unabhingig von friiheren Beobachtungen [1], [2] im Jahre 1941 an Selen- 
Jeicbrichterscheiben erkannt und zur Erzeugung bzw. zur Reproduktion von Bildern auf Selen 
[Seer Es werden bei cca. 100 °C und entsprechend starker Projektionslichtstarke tadellose 
| sey even (s. Abb. 1/b) erhalten, falls man die Selenoberflache vorher (z. B. durch 

jlieren mit Seidenpapier) ganz fein und gleichmassig zerkratzt. — Die bei der zweiten Warme- 
" shandlung der Gleichrichterscheiben (bei ung. 210 °C) eintretende Struktur- und Farbanderung 
‘r Oberflache des Seleniiberzuges ist — wie vom Verfasser erkannt — ebenfalls lichtempfindlich, 
F “a Wirkung lasst sich ebenfalls zur Bilderzeugung auf Selen nutzbar machen (s. Abb. 5 
| Einleitung. Mit der Herstellung und Untersuchung von Selengleichrichtern 
“eschaftigt, fand Verfasser — sozusagen als Nebenprodukt — noch im Sommer 
1941 zwei verschiedene Verfahren, um auf Selen durch Lichtwirkung photo- 
raphische Bilder zu erzeugen und berichtete dariiber in einer kurzen Notiz 
i der Zeitsehrift Nature (London) 161, 522, 1948. Die hier folgende ausfihrliche 
litteilung wurde vor vielen Jahren niedergeschrieben und stimmt im wesent- 
chen mit der in der popular-wissenschaftlichen Zeitschrift »Természettudo- 
\any« (Naturwissenschaft) Bd. 2. August 1947 unter dem Titel ,,Photographie 
uf Selen« in ungarischer Sprache Veréffentlichten Arbeit iiberein. Im fol- 
enden sollen diese zwei Verfahren der »Selenographie« und der Weg, der zu 
men fiihrte, beschrieben werden. 

1. Das erste Verfahren ist die Bildererzeugung auf glasi- 
‘em, amorphem Selen. Selen wird in einem Schmelztiegel geschmolzen 
nd mittels eines Glasstabchens auf eine Metallplatte, zum Beispiel auf eine im 
rforderlichen Masse vorgewarmte eiserne Scheibe von etwa 4—5 cm Durch- 
aesser und zirka 1 mm Starke in einer einige Zehntelmillimeter starken Schicht, 
ufgetragen. An der freien Luft kiihlt sich die Scheibe rasch ab, und das Selen 
gstarrt auf ihr in seiner glasigen, amorphen Modifikation. Seine Farbe ist 
iefschwarz, und die Oberflache bildet einen optiseh sozusagen vollkommenen 
ipiegel. Das hier beschriebene Verfahren bildet ibrigens den ersten Schritt der 
Sleichrichterfabrikation ; die mit glasigem Selen tiberzogenen Scheiben eignen 
ich jedoch auch fiir die Erzeugung von Lichtbildern auf ihnen. Zu diesem Zweck 
wird die Scheibe auf eine gréssere vorher auf eine Temperatur von 90—100 C° 
irmte Metallplatte gelegt, und das zu reproduzierende, zweckmiassig dia- 
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positive Bild wird mit der erforderlichen Belichtungsstarke (z. B. mittels ei | 
kleinen Projektionsapparates, der zur Projektion von farbigen Filmen verwel 
deten Art) auf die Selenoberflache projiziert. Zur richtigen Zeit, nach Abla 
von etwa 1—3 Minuten, hebt man die Scheibe von der warmen Heizplatte 
und auf ihr findet man ein, — fachm4nnisch ausgedriickt — etwas »schwaches@ 
aber richtig abgestuftes, ebenfalls positives Bild, das auf ihr unter der Hin, 
wirkung der Belichtung entstanden ist, und dort ohne jede weitere Behandl 
fixiert bleibt. 


Abb. 1. Bilderzeugung auf glasigem Selen. 
a) die Originalphotographie, b) ihre Reproduktion auf Selen. 


Die beiliegende Abbildung 1 veranschaulicht das Resultat des Verfahren | 
l/a ist das urspriingliche Lichtbild, 1/b die auf dem Selen entstandene Reproj} 
duktion desselben, das »Selenogramm«. (Genauer gesagt, es war nicht 
Glasbild 1/a, sondern die auf einem Film hergestellte, ebenfalls positive Kopi 
desselben, die auf das Selen projiziert wurde ; die Lochungen des Films sini 
am rechten Rand des Selenogramms erkennbar.) Das Bild 1/b ist eine ohne jede 
Retuschieren hergestellte, méglichst »harte« photographische Reproduktioi 
der auf dem Selen entstandenen Bilder ; das gleiche gilt auch fiir die iibriget 
Bilder. i 

Die Erklarung dieses tiberraschenden Vorgangs ist sehr einfach. De 
Uberzug der Scheibe besteht, wie gesagt, aus glasigem Selen. Wird dasselbe unte, 
normalen Umstanden auf eine Temperatur von zirka 130 C° erhitzt, so verwani 
delt es sich langsam in kristallines Selen. Die Kristallisation des glasigen Selen| 
ist mit einer erheblichen Volumverminderung und einer starken Warmeent 
wicklung verkniipft. Nach R. Marc [1] kann die Kristallisation méglicherweisi 
bereits bei emer Temperatur von 100 C° in Gang kommen, und die freigewordent 
Warmemenge kann, falls es sich um eine gréssere Menge von Selen handelt 
das Selen gegebenenfalls sogar bis zu seinem Schmelzpunkt, das heisst bis 7 
einer Temperatur von 210—220 C°, erhitzen. Auf dem Selen von spiegelglatte 
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\berflache aber setzt sich die Kristallisation schwerer und nur bei einer héheren 
‘emperatur mit der nétigen Geschwindigkeit in Gang. Hiervon wird weiter 
nten noch die Rede sein. 


Die Kristallisation beginnt an der Oberflache ; die Oberflache hért auf 
piegelnd zu sein, sie wird zuerst fein rauh, daher das’ Licht streuend reflek- 
jierend, und hernach wird dieselbe immer gréber kristallin, und gleichzeitig 
ndert sich auch ihre Farbe von schwarz auf grau. Die Entstehung des Licht- 
ldes wahrend des obenbeschriebenen Vorganges beruht nun darauf, dass das 
icht, die Beleuchtung, die Kristallisation des Selens beférdert, beschleunigt, und 
lieser Effekt steigert sich mit der Starke der Beleuchtung. Wird daher auf das 
ielen ein positives Bild projiziert, so geht die Kristallisation auf den helleren 
feilen des Bildes rascher vor sich, und da — wie erwahnt — gleichzeitig mit der 
Kzistallisation auch die Farbe des Selens heller wird, ist es verstandlich, dass 
las entstandene Bild ebenfalls positiv ist. An und fir sich ist iibrigens, wie ich 
iachher erfuhr, diese Wirkung des Lichtes langst bekannt. In seinem Buche 
yDas Selen« schreibt Ch. Ries: »Nach Saunders geht die Kristallisation unter 
Her Einwirkung von Licht viel rascher vor sich als im Dunkeln.« Weder die 
Arbeit von Saunders [2] noch den Artikel Bildwell’s [3], der die noch alteren 
liesbeziiglichen Beobachtungen des letzteren enthalt, war ich imstande mir im 
Original zu beschaffen, und daher weiss ich auch nicht, in welcher Form die 
Genannten diesen Effekt beobachtet haben. So viel erscheint aber sicher, dass. 
ihre Beobachtungen weder eine Fortsetzung noch einen Fortsetzer fanden. 


Hinsichtlich dieser Wirkung des Lichtes kann ich die folgenden approxi- 
mativen quantitativen Angaben mitteilen. Bei einer Beleuchtung von zirka 200 
Lux lasst sich die Wirkung gut beobachten, bei einer solchen von 50 Lux hin- 
gegen zeigt sich dieselbe nicht mehr. Wird andererseits die Beleuchtung stark 
_ bis zu einer Gréssenordnung von 1000 Lux — gesteigert, so zeigt sich bereits 
bei 90—95 C° eine solche Kristallisationsgeschwindigkeit wie im Dunkeln bei 
‘ungefabr 130 C°. Die Beleuchtung setzt daher die zur Kristallisation erforderliche 
‘Temperatur herab, oder, mit anderen Worten, die Beleuchtung hat dieselbe Wirkung 
wie die Steigerung der Temperatur. Es ist erwihnenswert, dass Marc in seiner 
'genannten Arbeit auch die sogennante innere Lichtwirkung des Selens, d. h. 
die durch das Licht -erzeugte Anderung seines Widerstandes auf diese Weise 
verklart!; auf dieselbe Weise lasst sich auch die im zweiten Teil unserer vor- 
liegenden Arbeit zu erwihnende neu entdeckte Wirkung des Lichtes auf die 
Umwandlung des »kristallinen« Selens, und wahrscheinlich auch die andere 
Eigenschaften (die Léslichkeit, Viskositat, usw.) des Selens beeinflussenden Licht- 


1 Nach Mare und auch nach anderen Verfassern ist die kristalline stromleitende Modi- 
fikation des Selens (das sogenannte B-Selen) auch selbst ein Gemisch einer leitenden und einer 
- nicht-leitenden Modifikation ; die obige Feststellung ist daher so zu verstehen, dass durch die 


verschoben wird. 
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wirkungen interpretieren. Mittels einiger rein qualitativer Versuche habe i¢| 
auch nachgewiesen, dass nur die von dem Selen absorbierten Strahlen, nameni } 
lich die sich von ultraviolett bis rot erstreckenden Farben eine Wirkung auf di} 
Kristallisation ausiiben, wahrend das infrarote Licht, das vom Selen gut dure] 
gelassen wird, wirkungslos ist. Wenn man diese Tatsache mit der obigen Ri 
vergleicht, kann man auch sagen, dass es hinsichtlich des Vorganges der | 
tallisation gleichgiltig ist, ob die notwendige Energie dem Selen unmitt 

in der Form von Warmeenergie oder in der Form von absorbierter Lichtenoag| 
zugefihrt wird. 

Auf das Verfahren zur Bildererzeugung zuriickkehrend, miissen wir a 
obige Beschreibung desselben noch mit einer wesentlichen Angabe erganzen. Es it 
allgemein bekannt, dass die Kristallisation der glasartigen Substanzen ein sel 
unberechenbarer Vorgang ist. Auch auf unseren mit Selen tiberzogenen Scheibe! 
beginnt die Kristallisation stets an einze'nen alleinstehenden Stellen, und gel 
durchaus nicht gleichférmig auf der ganzen Oberflache vor sich. Mehr als dies 
je gleichférmiger die Oberfliche urspriinglich war — und der Seleniiberzu 
ist ja wie erwihnt ein sozusagen vollkammener Spiegel — desto schweré 
und bei desto héherer Temperatur setzt sich auf derselben die Kristallisation ii 
Gang, und wenn auch die Wirkung des Lichtes in der Form scharfer und gu 
erkennbarer Schattenbilder leicht nachgewiesen werden kann, so kénnen fehlex 
lose Bilder auf ihr nicht erhalten werden. Es gelang mir aber, diese Schwierig 
keit mit Hilfe eines iiberaus einfachen Kunstgriffes in vollem Masse zu beseitigen 
namlich dadurch, dass ich die Selenoberflache mit einem weichen Stoff, z. H) 
mit Seidenpapier abrieb und sie auf diese Weise sehr fein und ganz gleichformi) 
zerkratzte, aufrauhte. Diese Ritze, diese Verletzungen der Oberfliche wirke| 
als ebensoviele »Fehlerstellen«; sie sichen dass die Kristal'isation auf de 
Oberflache am leichtesten und bei der méglichst niedrigster Temperatur einsetz| 
und gleichmassig ablauft, so-dass eine solche gleichférmig aufgerauhte Ober 
flache hinsichtlich der Kristallisation als »Normaloberflache« betrachtet wer’ 
den kann. 


Die Abbildungen 2 und 3 veranschaulichen das oben Dargelegte. Di 
erstere wurde so hergestellt, dass ich die Oberflache des glasigen Seleniiber 
guges aus einer Entfernung vcn zirka 20 cm mittels einer Glihlampe von 10 
Watt beleuchtete und unmittelbar iiber der Oberflache ein Metallstabchen — al 
Schattenwerfer — anbrachte, und die Scheibe eine halbe Stunde lang auf eine 
Temperatur von 90—105 C° hielt. Die Wirkung des Lichtes und gleichzeiti 
auch der launenhafte Charakter der Kristalli:ation lasst sich auf dem Bild gu 
erkennen; der beschattete Streifen (auf:der rechten Halfte der Scheibe) bliel 
im grossen und ganzen glasig, glatt und schwarz; rechts und links von ihn 
wurden die belichteten Oberflachenteile kristallin, doch ist die ganze Oberflach 
voll grésserer oder kleinerer Unregelmassigkeiten. Es ist beachtenswert, das 
tingsum, besonders auf dem oberen Teile des Scheibenrandes, den ich wahren 
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Behandlung zufallig mehrfach betastete, das Selen fast gleichformig kris- 
im wurde, jedoch in solcher Weise, dass auf demselben auch die Fingerab- 
cke ihre Spuren hinterliessen. Die Bedeutung dieses Umstandes — das 
yst de; Umstandes, dass die kleinste Verletzung oder Verunreinigung der 
sflache die Kristallisation m entscheidender Weise beférdert — habe ich 


jaals noch nicht erkannt. 


Abb. 2. Kristallisationsschattenbild auf Abb. 3. Kristallisationsschattenbild auf 


glasigem Selen (42 Stunde, 95—105 °C). glasigem Seleniiberzug, dessen obere 
Halfte mit einem mit CCl, getrankten 


Lappen iiberstrichen wurde (5 Min., 
85—92 °C). 


Auf die gleiche Weise wurde auch die Abbildung 3 hergestellt, jedoch 
iit dem Unterschied, dass ich die obere Halfte des Selenitiberzuges vorher sehr 
Min zerkratzte. Wie der Vergleich zeigt, ist das Ergebnis iiberraschend : bei 
iner Temperatur von 85—92 C° bildete sich in nicht mehr als 5 Minuten ein 
‘ollkommenes Kristallisationsbild aus, u. zw. auf solche Weise, dass die untere, 
nverletzte Halfte der Scheibe unverandert (glasig) blieb, auf der zerkratzten 
Talfte derselben hingegen der beschattete Teil gerade nur erkennbar, der 
yelichtete Teil hingegen kraftig, aber samtartig fein und gleichférmig kris- 
in geworden ist, und von den Unregelmissigkeiten der Abb. 2 keine Spur 
hr zu sehen ist. 

Zu dem Gesagten muss ncch das Folgende hinzugefiigt werden. Es ist aus 
ler Literatur bekannt, dass verschiedene organische Flissigkeiten die Modi- 
fikationsanderungen des Selens beférdern. An diesen Effekt denkend, versuchte 
ich eine gleichférmige Kristallisation dadurch zu erzielen, dass ich den Selen- 
g mittels eines mit irgendeiner organischen Flissigkeit, z. B. im obigen 
‘alle mit Kohlenstofftetrachlorid durchfeuchteten Leinentuches abwischte. Ich 
fand, dass der Effekt auch bei Verwendung der verschiedensten Flissigkeiten der 
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gleiche blieb, und so kam ich auf den Gedanken, dass der Effekt nicht durch ie | 
Flissigkeit, sondern durch die Verletzung der Oberflache verursacht wird, ume 
dass ein trockenes Abreiben dasselbe Ergebnis bewirkt. a 


Es muss noch hesonders die Wirkung des Wassers erwihnt werden. Beret 
Marc erwahnt, dass die Kristallisation des glasigen Selens schon durch ein blosses 
Anhauchen in Gang gesetzt werden kann, und ich habe auch selbst gefunden,) 
dass ein Eintauchen fiir eine kurze Zeit in Wasser dieselbe Wirkung hat wie) 
ein Abwischen mit einem nassen Tuch: der eingetauchte Teil wird bei einer), 
Temperatur von 90—100 C° vollkommen kristallin, wahrend der trockene Teil) 
unverandert bleibt. Die auffallende Wirkung des Abwischens mit einem nassen) 
Tuch ist aus der Abb. 4 schén ersichtlich, und mit dem blossen Eintauchen | 
wurde ein ahnliches Ergebnis erhalten. Auf dem Kristallisationsbild der ein- 
getauchten Scheibe war jedoch die Grenze des eingetauchten Teiles, ferner auch 
die Richtung des Ablaufens des Wassers erkennbar; es kann dabei voraus- 
" gesetzt werden, dass die Wirkung auch hier nicht von der Behandlung mit, 
Wasser stammt, sondern davon, dass die im Wasser schwebenden feinen Teilchen 
oder méglicherweise die in ihm gelésten Stoffe sich beim Eintrocknen auf die) 
Oberfliche des Selens absetzen und die Gleichférmigkeit der letzteren aufheben. | 
In guter Ubereinstimmung hiermit steht auch die Beobachtung, dass wenn man 
den obigen Versuch: — das Hervorbringen eines Schattenbildes auf der zur 
Halfte zerkratzten Scheibe — nicht an der freien Luft, sondern in einem Wasser- | 
bad von 80—90 C° Temperatur ausfiihrt, das Ergebnis dasselbe ist, wie das auf 
der Abb. 3 sichtbare, d. h. dass die unverletzte Oberflache — trotzdem sie im| 
Wasser war — unverdndert glasig bleibt, wahrend auf dem zerkratzten Teil | 
die Lichtwirkung — d. h. das Schattenbild — sich schén zeigt. 


Die Kristallisation kann jedoch nicht nur geférdert, sondern auch behin- | 
dert werden. Da die Kristallisation die Beweglichkeit der Oberflachenmolekiile | 
zur Voraussetzung hat, und da wahrend der Kristallisation die ebene Oberflache 
rauh, gefurcht wird — womit sich auch ihr Flacheninhalt vergréssert — ver- 
suchte ich den ganzen Vorgang dadurch zu erschweren, dass ich den »Selen- 
- spiegel« mit einem an demselben gut haftenden Lack (Zellonlack) iiberzog. 
Die erwartete Wirkung stellte sich auch tatsachlich ein. Ein solcher lackierter, | 
glasiger Seleniiberzug konnte nahezu bis zum Schmelzpunkt erwarmt werden, 
ohne dass sich auf ihm die Kristallisation in Gang gesetzt hatte. Hiermit war 
ich jedoch bereits auf ein mir fremdes Gebiet gelangt, und daher kann ich es 
nicht beurteilen, inwieweit die hier aufgeworfenen Gesichtspunkte und die 
hier mitgeteilten Beobachtungen beim Studium der Kristallisation zur Geltung 
gebracht und verwendet werden kénnen. 


Der Vorgang der Lichtbildererzeugung selbst — sowie er sich auf einer 
solchen aufgerauhten Selenoberflache abspielt — kann jedoch jetzt bereits 
genauer und ausfiihrlicher beschrieben werden. Da die aufgerauhte Flache das 
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it in alle Richtungen zerstreut, ist auf derselben — genau so wie auf der 
das auf sie projizierte Bild 


| 


tscheibe eines photographischen Apparates — 
irlich gut sichtbar. Sobald sich aber die Scheibe zu erwarmen beginnt, ver- 


jst das Bild nach und nach, es verschwindet fast vollstandig und erscheint 
ann von neuem, diesmal bereits als ein auf das Selen kristallisiertes Bild 
| entwickelt sich auf ihm. Die Erklarung hierfiir besteht darin, dass es einen 
nperaturbereich gibt, etwa um 70 C° herum, in dem das Selen bereits weich 


Abb. 5. Schattenbild eines Drahtsiebes 


Abb. 4. Kristallisation eines glasigen 
auf kristallischem (warmgepresstem) 


Seleniiberzuges, dessen untere Halfte 
mit einem mit Wasser getrankten Selen (175 °C). 
Lappen iiberstrichen wurde (einige 

Minuten, ca. 105 °C). 


die Geschwindigkeit der Kristallisation jedoch noch ver- 
n vernarben die Ritze in diesem Temperatur- 
ttervall beinahe vollstandig, die Oberflache wird wieder fast vollstandig spie- 
elnd, und daher ist das auf dieselbe projizierte Bild auf ihr nicht sichtbar. 
obald sich sodann die Temperatur steigert, kommt die Kristallisation in Gang, 
. gw. umso schneller, je starker der betreffende Flachenteil belichtet ist, und 
o ist im Falle geniigend starker Projektion das bleihende reproduzierte Bild 
n 1—2 Minuten fertig. Infolge der Art und Weise seines Entstehens erinnert 
in solches »Selenogramm« an die Daguerrotypen, an auf einer gewohnlichen 
shotographischen Platte stark iberexponierte (solarisierte) Bilder, oder an die 
auf schwarzen Eisenblechplatten verfertigten, allgemein bekannten Schnell- 
photographien. Die Bilder sind weich, ihre Schattierungen erstrecken sich 
aber nur bis zur grauen, nicht aber bis zur weissen Farbe und sind in 
schrag einfallender starker Beleuchtung, d. h. in zerstreutem Licnt am 
besten sichtbar; halt man sie hingegen 0, dass das von ihnen regelmdssig 
reflektierte Licht in das Auge des Beschauers fallt, so schligt das Bild 


1 werden anfangt, 
shwindend gering ist. Infolgedesse 
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| 
in sein Gegenteil, d. h. das positive Bild in ein negatives um. Die richtige Belich-'! 
tungszeit spielt hier eine entscheidende Rolle. Wie bereits mehrmals erwahnt, | 
entwickeln sich die Bilder nach und nach infolge der zunehmenden Kristalli-1 
sation der Oberflache. Infolgedessen muss die Scheibe im richtigen Augenblick) 
von der heissen Grundplatte abgenommen werden, da sonst die Kristallisation| 
weiter fortschreitet, das Bild nach und nach verschwindet, und die. Selenober=|} 
flache zuerst gleichférmig grau, sodann immer gréber kristallin und infolge der 
starken Volumverminderung schollig, zerkliftet wird. Demgegeniiber ist es) 
erwahnenswert, dass auf dem richtig exponierten Bilde die von der schwarzen| 
zur grauen Farbe fiihrenden Uberginge eine schwach blauliche Niiancierung) 
aufweisen, zum Zeichen dessen, dass hier die Rauheit der Oberflache die): 
Gréssenordnung der Lichtwellenlange um nicht vieles ibersteigt. | 


2. Das zweite Verfahren ist die Erzeugung von Bildern auf warm gepresstem | 
kristallinem Selen. Zum besseren Verstandnis des Nachfolgenden muss voraus-| 
geschickt werden, dass man im Laufe der Gleichrichterfabrikation den urspriing- 
lich glasigen Seleniiberzug der Scheiben zwei Warmebehandlungen zu unter- 
ziehen pflegt, u. zw. wird derselbe mittels der ersten, bei einer Temperatur von | 
etwa 100 C° vorgenommenen Warmebehandlung in seine kristalline, aber noch 
nicht stromleitende Modifikation (in die sogenannte A-Modifikation), und sodann 
mittels einer zweiten, bei einer Temperatur von zirka 210 C° erfolgenden Warme- 
behandhing in seine kristalline und leitende Modifikation (die sogenannte 
B-Modifikation) tibergefihrt. Es wurde bereits erwahnt, dass der erste Vorgang, 
die Kristallisation des glasigen Selens, mit einer erheblichen Volumverminderung 
einhergeht. Um das in Verbindung hiermit eintretende Runzeln der Oberflache 
zu verhindern, pflegt man die erste Warmebehandlung so auszufihren, dass. 
man je zwei Scheiben mit ihrem Seleniberzug gegeneinander gewendet, zwischen 
dieselben je eine Glimmerplatte einlegt, und auf die aus solchen Paaren aufge- 
baute Saule wahrend der Warmebehandlung einen erheblichen, 30—80 kg/cm* 
betragenden Druck ausibt. Auf diese Weise erhalt man einen an der Metall- 
scheibe gut haftenden, aus kristallinem, grauem Selen bestehenden Uberzug 
von zirka 1/10 mm Starke, dessen Oberflache glatt, aber optisch bei weitem kein 
volJkommener Spiegel ist, wahrend seine Farbe dunkel, aber nicht tiefschwarz ist. 
Im Laufe der zweiten Warmebehandlung erwirbt dieser Seleniiberzug einerseits. 
eine elektrische Leitfahigkeit, andererseits erleidet er eine griindliche Ober- 
flachenanderung : seine Spiegelungsfahigkeit verliert er vollkommen und wird 
sehr. fein rauh, von zarter hellgrauer Farbe. Unseren Erfahrungen gemass wird. 
nun diese Oberflachenanderung durch die Beleuchtung ebenfalls geférdert. Diese 
Wirkung des Lichtes, die ich in der Literatur nirgends erwahnt fand, ist 
sehr erheblich : unter starker Beleuchtung beginnt das »Grauwerden« bereits 
bei einer Temperatur von 160—170 C°, wahrend es im Dunkeln erst bei 190 C° 
eintritt. Dies wird durch die Abb. 5 gut veranschaulicht. Abb. 5 wurde so her- 
gestellt, dass das Schattenbild eines oberhalb der Scheibe angeordneten Draht- 


| 

| 
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zes mit starker Beleuchtung auf das Selen projiziert, und die Scheibe einige 
auten lang auf einer Temperatur von 175 C° gehalten wurde. Da der Effekt 
t der Starke der Beleuchtung zunimmt, kénnen mit seiner Hilfe nicht nur 
iattenbilder, sondern auch Abstufungen aufweisende Bilder auf der Ober- 
che des »kristallinen« Selens reproduziert werden ; doch war die kleine Anzahl 
i Bildern, die ich auf diese Weise herstellte, bei weitem nicht so gut wie 
\\e, die ich auf dem glasigen Selen erhielt, und sich mit ihrer weiteren Vervoll- 
mmnung zu beschaftigen schien nicht der Mihe wert. 

| Hinsichtlich der Natur dieser Lichtwirkung habe ich in der erwahnten 
igarischen Veréffentlichung die folgende Erklarung mitgeteilt : 

Im Laufe der in warmem Zustande erfolgten Pressung wandelt sich der 
entiberzug in seiner Ganze in sogenanntes graues Selen um und nimmt eine 
stalline Struktur an. Seine oberste Schicht wird jedoch durch den auf sie 
ifgepressten optisch glatten Glimmer hieran verhindert — in ahnlicher Weise 
le dies von dem Lackiiberzug bewirkt wird — infolgedessen befindet sich diese 
erste Schicht etwa in einem zwischen der glasigen und der kristallinen Struktur 
igenden Zustand. Seine Kristalle — wenn von solchen iiberhaupt gesprochen 
den kann — besitzen eine héchstens submikroskopische Grésse, und da diese 
yerflachenschicht jene Eigenschaft des glasigen Selens, zufolge deren es bei 
1er Temperatur von etwa 70 C° weich wird, bereits verloren hat, muss sie 
; nahezu an den Schmelzpunkt erwarmt werden, damit ihre Molekiile die 
forderliche Beweglichkeit erlangen, und damit sie eine kristalline Struktur 
fzunehmen imstande ist. Dies wird durch die bei einer Temperatur von zirka 
0 C° erfolgenden Warmebehandlung hervorgerufen. Diese verursacht das 
trauwerden« der Oberfliche ; und die Wirkung des Lichtes ist hier auch 
eselbe, wie die einer Temperaturerhéhung, d. h. sie zeigt sich in der Beschleu- 
gung und Erleichterung des Vorganges. Gewisse Beobachtungen weisen aber 
arauf hin, dass die Erklarung vielleicht doch keine vollstandige ist, und dass 
ir es hier doch teilweise auch mit einem photochemischen Effekt (mit der 
berflachenoxydation des Selens) zu tun haben, und dass in demselbeg auch der 
7asserdampfgehalt der umgebenden Luft eine erhebliche Rolle spielt. Dies zu 
atscheiden, ist die Aufgabe weiterer eingehender Untersuchungen. 

Zum Schluss méchte ich noch mit Hinweis auf Abb. 6 erwahnen, dass 
1eine Beschaftigung mit diesem Gegenstand durch eine Beobachtung meiner 
erstorbenen Mitarbeiterin, Frau Livia Hollés angeregt wurde. Die zweite 
Varmebehandlung wurde von uns damals zwecks besserer Beobachtbarkeit 
1} einem mut einer Nickelinband-Heizwicklung versehenen Glasrohrofen von 
a 80 cm Lange ausgefihrt. Oberhalb des Rohres, ungefahr in der Mitte, hing 
ine mit einem Blechschirm versehene elektrische Glihlampe, die wir von Zeit 
u Zeit anziindeten. Es kam vor, dass auf irgend einer der Scheiben ein der 
\bb. 6 ahnliches, aber viel schwacheres und verwascheneres Schattenbild der 
erschien ; etwa zur gleichen Zeit teilte mir Frau Livia Hollés 


Teizwicklung 


ee 
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auch ihre Beobachtung mit, laut der im Laufe der Behandlung die in der N& 
der Mitte der Réhre befindlichen Scheiben eine hellere Farbe annahmen als die 
an den beiden Enden der Réhre befindlichen. Es war naheliegend, die gemein- 
same Ursache dieser beiden Erscheinungen in der oberhalb des Ofens hangenden 
Lampe zu suchen. Zwecks Kontrolle nahm ich den Lampenschirm, dér die 
Beleuchtung zu einer zerstreuten machte, ab, und indem ich die Spirale der 
Glithlampe rechtwinklig auf die Achse der Glasréhre stellte, warf ich einen 
scharfen Schatten der Heizwicklung auf die unter derselben liegenden Schei 
Das Ergebnis — das wahrend der Warmebehandlung der Scheibe erhalte 
Lichtbild — zeigt die Abb. 6. Der weitere Gang der Untersuchung ergab sich 


Abb. 6. Schattenbild der Heizspirale - des 
Temperierofens, erhalten bei der zweiten 
Warmebehandlung, bei ungefahr 210 °C. 


dann von selbst ; trotzdem ist es vielleicht der Erwahnung wert, dass zu dem 
entscheidenden Schritt — zur Erkenntnis der Bedingung einer gleichférmigen | 
Kristallisation — wiederum die zwei besten Helfer des Forschers: der Zufall 
und der Irrtum fihrten. | 

Nachtrégliche Bemerkung. Die hier sichtbaren Bilder bleiben infolge der 
wiederholten Reproduktion — hinsichtlich ihrer Qualitat — wesentlich hinter 
den Originalen zuriick. Besonders gilt dies fiir die Abbildungen 1/b und 2. 
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fOrPA®HPOBAHHE HA CEJIEH MPM MOMOUIM CBOEM KPHCTAJJIM3AUHH 
nod, BJIMAHHEM CBETA 


Il. Menenn 
PESIOME 


Bosyeiicrsue cpeta cnocoOcTByeT KpHCTaIIH3aHH cTeKOBHAHOrO ceseHa. ABTOp oOHa- 
<HJI 9TO BJIHAHHe CBeTa HesaBHCHMO OT Mpebiy MMX HaOsmiopatenet [1, 2] yxe B 1941 r. Ha 
iOaX cesleHHOrO BHINpAMHTeIA H paSBHJI ero AA CosqaHHA H penlpowy KUMH ns00pa Keno 
tenene. IIpH remnepatype ox. 100° C u pH AocTaTOuHO CHIbHOM MpoeKUHH NoNy wawTcA 
wuHbe H30bpaxKenua (cm. plc. 1/B) eCH MOBepXHOCTh ceuleHa T1pesBapHTeIbHO, Hap. 
MpoBaHHeM MpH Momonlu nanupocHo GyMarH, OYeHb TOHKO H paBHOMepHO veya paercs. 
‘op fanee oOHapy KH ¥TO BosfelicTBHe CBeTa TAKXKE cnoco6crByeT H3MeHeHHAM MOBepX- 
THOM cTpyKTy pbl H WBeTa BOSHHKAIONIHM IIpH Bropo TepmMooOpaGoTKe mawG cemeHHoroO 
IpaMHTesIA pH OK. 210° C HW 9TO BHAHHE CBeTa MOKeT ObITh TAKKE HCMONb30BaHO [IA 


jaHua H300paxKeHHii Ha ceseHe (CM. PHC. 5 w 6). 
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UBER DIE BERECHNUNG 
DER ROTATIONSKONSTANTEN 
_ VON ZWEIATOMIGEN MOLEKULTERMEN 
| AUF GRUND VON STORUNGSDATEN 
| 


III 


Von 
| I. KOVACS 


| $PEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG DES PHYSIKALISCHEN ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUTES DER 
| UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 
| 
(Eingegangen: 27. III. 1952) 
| 
Es werden zwei vollkommen gleichberechtigte, anschauliche Verfahren angegeben, mit 
ren Hilfe die Differenzen der Rotationskonstanten und die Differenzen der Schwingungs- 
veaus der zwei am Ubergange teiluchmenden Molekiilterme aus den Wellenzahlen der gemes- 
nen Bandenlinien auf einfache Weise bestimmt werden kénnen. Beide Verfahren sind auch 
r Auffindung von Stérungen anwendbar. Es lasst sich ferner auf Grund des ersten Verfahrens 
e Rotationskonstante des stérenden Termes, auf Grund des zweiten die Héhe des Schwin- 
mgsniveaus des stérenden Termes bestimmen, beides unter Verwendung von sog. tiberzahligen 
mien, die in der Umgebung der Stérungsstelle zu beobachten sind ; dabei braucht man weder 
ts Element der Stérungsmatrix, noch die Abweichung des gestérten Niveaus von dem 
agestérten zu kennen. 


la. Das am besten bewahrte Verfahren zur Feststellung des Auftretens 
on Stérungen in Bandenspektren ist das sogenannte B’—B’-Verfahren [1], 
2]. Der Grundgedanke dieser Methode besteht darin, dass man aus den (mit 
er Rotationsquantenzahl J verinderlichen) Wellenzahlen der Bandenlinien 
inen solchen Ausdruck bildet, der fir jeden Wert der Rotationsquantenzahl 
lin erster Naherung dieselbe Konstante B’—B” ergibt, wenn keine Stérung 
rorliegt. Der erwahnte Ausdruck lautet im Falle von Singulettzustanden fiir 


len Q-Zweig : 


a 


fo = PI—AU— = BB", (1) 


fir die P- und R-Zweige hingegen : 
; [PJ +1) + R(J—))] 5 [P(UJ) + RJ—2)] 


ee ee ee B'—B", (2a) 


oder 
1 (P(J) + R(J)] -5 [P(J—1) + RJ—))] 


aaa Oe St B'— B’. 


2J 
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Diese Formeln kénnen zur Bestimmung der einen von den beiden Rotation(). 
konstanten beniitzt werden, wenn die andere bekannt ist [3]. 


Die Ausdriicke (1) und (2a) [bzw. (2b)] geben nur dann identische Resu)| 
tate, wenn A-Aufspaltung weder am oberen, noch am unteren Zustand we | 
Wenn z. B. am unteren Zustand eine A-Aufspaltung vorliegt (deren zwei Tei 


| 
zustande mit den Indizes c und d bezeichnet werden), dann ist | 
| 


fo = B’— Bj, fer = B’— Bi, 3 
d. h. 
fo—fer = Be— Ba =q. 


Man kann also aus (4) die Konstante q, von der die Griésse der A-Aufspaltunj 
nach der bekannten Formel 


Avea(J) = aI(J + 1) 
abhangt, leicht bestimmen. 


ZZ 0-0 Bande 


Beetry wea 
wai wis 2 
i. 


ws 


: 
Fig. 1. Bestimmung der A-Aufspaltung in der 0 — 0 (1£*— 1JI) Bande des BiH, auf Grund 
der Messdaten von A. Heimer (Zs. f. Phys. 95, 328, 1935). Die Werte von B’— B” wurden 
statt der Gl.-en (1) und (2b) nach den entsprechenden spateren Formeln (1*) und (2b*) berechieay 


da auch die D-Korrektion beriicksichtigt werden musste. 
. 


ER DIE BERECHNUNG DER ROTATIONSKONSTANTEN VON ZWEIATOMIGEN MOLEKULTERMEN AUF GRUND 143 
VON STORUNGSDATEN III 


Die Formeln (1), (2a) und (2b) gelten, wie erwahnt, in der ersten, aber in den meisten 
len, hinreichenden Naherung. Beriicksichtigt man in der Termformel das hauptsachlich bei 
hdheren Rotationsniveaus merkliche Korrektionsglied —DJ*J + 1)%, dann lauten die 
auen Ausdriicke : 


fo = B’— B’—2(D’—D’) J*, (1*) 
for= B’— B” + 6D” —2(D’— D") J?, (2a*) 
fpa= B’— B”— 6D’— 2(D’— D”) J. (2b*) 


| _ Die D-Glieder verursachen aber im allgemeinen nur eine kleine Abweichung der Kurven 
a den horizontalen Geraden fiir grossere Werte der Rotationsquantenzahl J. 

Werden die Ausdriicke fg fpr bzw. fpr gegen J? aufgetragen, dann erhalt man statt der 
tabolischen Kurven Geraden, deren Neigung —2(D’ — D”) und deren Abschnitte auf der 
dinate der Reihe nach B’ — B”, B’ — B” + 6D” bzw. B’— B” — 6D’ sind. In solchem 
le kann ausser B’ — B” auch D’ — D” bestimmt werden, d. h. wenn die Konstanten B und D 
5 einen Zustandes bekannt sind, so sind auch B und D des anderen Zustandes zu bestimmen. 


0-0 Bande 


fpr 


lga 2 AD'-D") =25.10 


Fig. 2. Bestimmung von D’ — D” in der 0 — 0(1£* — 1JI)-Bande des BiH auf Grund der Mes- 

sungen von A. Heimer (I. c.). Fiir fQ und fpr erhalt man wegen des Einflusses der D-Glieder 

schrig nach unten gerichtete Geraden, deren Neigung den Wert von D’ — D” bestimmt. Addiert 

man das mit diesem Werte berechnete Korrektionsglied zu den Ausdriicken von fg und fpr, 80 
erhalt man B’ — B’, d. h. eine horizontale Gerade. (S. Fig. 1.) 


lb. Das wichtigste Anwendungsgebiet des B'—B"-Verfahrens besteht 
in der leichten Auffindung von Stérungen. Wenn die Stérung im Q-Zweige auf- 
tritt, dann ist die Formel (1) anzuwenden, unabhangig davon, ob der obere oder 
der untere Zustand gestort wird. Liegt aber die Stérung in den P- und R-Zweigen 
vor, so muss man die Formel (2a) bzw. (2b) beniitzen, je nachdem der obere 


bzw. der untere Zustand die Stérung erleidet. 
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Die B’—B” Linie, die an den stérungsfreien Stellen horizontal | 
steigt in der Umgebung der Stérungsstelle auf bzw. ab, um in eine andere Ho 
zontallinie tiberzugehen. Bezeichnet man die Rotationskonstante des gestérti 
Termes mit By, die des stérenden Termes mit B,, dann geht also die erste Hor 
zontallinie, z. B. Bz;—B",:‘in die letztere Horizontallinie B;—B" iber. i 
Hilfe von iiberzdhligen Linien, die manchmal in der Nahe der Stérungsst 
beobachtbar sind, kann auch eine andere Kurve konstruiert werden, die sicl 
zu der erwahnten Kurve spiegelbildlich verhalt. Diese Kurve bildet in gréssere 
Entfernung von der Stérungsstelle die gerade Fortsetzung der erstgenanmgy 
B,—B’-Linie genau so, als ob dazwischen keine Stérung vorliege. Bezii 

der analytischen Gestalt der Kurven vgl. I., Gl. (16), [2]. Zur Erlauterung i 
Fig. 3. 


Bal, ‘5-2, 4-0 Bande 


20 40 TOO 80 w A 


Fig. 3. Auffindung der Stérung und Bestimmung der Rotationskonstante des stérenden Terme: 

in der 4— 0(1:5*— 12)-Bande des BaO. (I> Kovacs und A. Lagerqvist, Ark. f. Fys. 2, 411 

1950.) Auf Grund der Gl. (6) lasst sich Bs; aus den in der Umgebung der Uberkreuzungsstell 
gemessenen Daten berechnen. 


Mit Hilfe der zwei besprochenen Kurven — sie seien mit f,(J) und f.(J) 
bezeichnet — lasst sich die Rotationskonstante des stérenden Termes bestimmen 
Es gilt nam’ich : 

B, = 2B — B,x [f-(J) +fr(J)] ’ (6) 
wo an die Stelle von x je tach dem Vorkommen der Stérung Q, PR, oder PR 
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setzen ist ; es ist ferner das obere bzw. untere Vorzeichen zu beniitzen, wenn 
: obere bzw. untere Zustand gestért ist; im ersten Falle ist B = B’, im 
eiten B = B’. Die Formel (6) stimmt mit den Ergebnissen iiberein, die fir die 
tationskonstante des stérenden Termes auf anderem Wege erhalten worden 
d. [S. I., Gl. (10), (12), (14), (17) [2] und IL., Gl. (6), (8), (10) [4]]. Uber die 


twendung der Methode auf die Messergebnisse und auf die Berechnung von 
vgl. [5]. 


Unter Beriicksichtigung der D-Korrektion lautet der genaue Ausdruck fiir (6) : 


B, = 2B— B, + [f(J) +fz(J)] + 2[D, + Dp— 2D] P— —(-)*] 6D; (6*) 
bei sind die in der Gl. (6) angegebenen Bezeichnungen folgendermassen zu erganzen : fiir das 
sitive Vorzeichen ist D = D”, fiir das | negative D=D’; der Exponent Y = 0, wennx = Q, 
d © =1, wenn x = PR, oder x = PR. 

2a. Wahrend die Struktur einer Bande bekanntlich durch die Rotations- 
mstanten bestimmt wird, sind fir die Struktur eines Bandensystems die 
-Linien (sog. Nullinien) — genauer: die Abstande je zwei entsprechender 
hwingungsniveaus voneinander — massgebend. Es entsteht die Frage, ob der 
wahnte Grundgedanke, der die Bestimmung der Rotationskonstanten im 
1 erméglichte, sich nicht auf die Berechnung der vorher genannten Konstan- 
n v, anwenden liesse? Das ist in der Tat médglich ; man kann namlich aus 
en Wellenzablen der Bandenlinien eine solche Kombination bilden, die in 
bwesenheit von Stérungen — unabhangig von der Rotationsquantenzahl J — in 
ster Naherung dieselbe Konstante, namlich im wesentlichen gerade v, ergibt. 
‘an verifiziert leicht, dass die genannte Kombination im Falle von Singulett- 
istanden lautet, fir den Q-Zweig : 


go = 2 (+1) Q(J—-1)— U2) QU = =", (7) 


ir die P- und R-Zweige': 
pe = > {J + PC) + RU—2)] — (J DIP + 1) + RUT} = 


= v»»— B" = vpr, (8a) 
der 
pe =F (+ IRT—2) + U1] — PU) + RU] = 
2b gs} BY = vpR; (8) 
nit 
vp = C— B’A? + B’A”. (9) 


fier sind: C der Abstand der'am Ubergange teilnechmenden Schwingungs- 
iveaus, A’ und A” die Quantenzahlen des Drehimpulses der Elektronen um die 
Cernverbindungslinie in dem oberen bzw. unteren Zustande. 
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Die Formeln (7), (8a) bzw. (8b) lassen sich mit Erfolg zur Bestimmung 
von ) anwenden; als Beispiel diene die 0—2-Bande des SrO Molekiils [ 6], 


Sr0, ‘7% -2. O-C Bante 


£0 JO 40 50 60 10° he 


Fig. 4. Bestimmung von in der 0— 2(111—1!Z)-Bande des SrO, auf Grund der Ausdriicke (7) 
und (8). (I. Kovdécs und A. Budé, Acta Phys. Hung. 1, 469, 1952, Ann. d. Phys. im Druck.))) 
Hier spielen die D-Glieder fast keine Rolle. Wegen des kleinen Wertes (0,3 cm—1) von B” sind 
die vg =¥% und »ypr = »,— B” Linien in diesem Masstabe nicht unterscheidhar ; deshalb 

haben wir die gemeinsame dicke Linie mit % bezeichnet. | 


| 
Die Beriicksichtigung der D-Korrektion in den Termformeln bringt auch in diesem Falle 
eine kleine Abanderung der Formeln mit sich : | 


£Q = v9 +(D’— D’)(J—1) XT + 1), cr) 
8pr= pe + 2D” + (D’—D") (J-1) JXJ +1), (8a*) 
&PR= »PR— 2D’ + (D’—D") (J—1) XT +1); (8b*) 


die g-Kurven weichen also von den horizontalen Geraden ein wenig ab. 


2b. Als das Hauptanwendungsgebiet des in § 2a beschriebenen Verfahrens 
(kurz: v)-Verfahrens) kann — ebenso wie bei dem B’—B"-Verfahren — die 
Auffindung und die Untersuchung von Stérungen angesehen werden. Beziiglich 
der Anwendung der Methode lasst sich entsprechendes aussagen, wie in § Ib. 
Liegt die Stérung im Q-Zweige vor, dann ist die Formel (7) zu benutzen gleich- 
giultig, ob der obere oder der untere Zustand die Stérung erleidet. Wenn aber 
die Stérung in den P- und R-Zweigen auftritt, so muss man die Gl. (8a) bzw. (8b) 
anwenden, je nachdem der obere oder der untere Zustand gestért ist. 


VON STORUNGSDATEN III 


Die v,-Linie, die an den stérungsfreien Stellen horizontal verlauft, steigt 
er Umgebung der Stérungsstelle auf oder ab, um in eine andere Horizontal- 
» tiberzugehen. Wird namlich die Konstante C [vgl. (9)] des gestérten bzw. 
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BiH, '2°-'£ O-O Bande 


\, 
6340 lge =D'-D" = 1% a 


6330 ~ 


Ga & 20 25 (TF2NT* 


g. 5. Bestimmung von > und D’ — D” in der 0 — 0(1£ — 1I)-Bande des BiH auf Grund der 
sdriicke (7*) und (8*) (A. Heimer 1. c.). Werden die Ausdriicke gq’ gPR gegen (J—1)F? (J +1) 
fgetragen, dann erhalt man wegen des Einflusses der D-Glieder schrag nach oben gerichtete 
raden, deren Neigung (D’ — D”) und deren Abschnitte auf der Ordinate der Reihe nach 
=%, MPR + 2D” = % — B’+2D" =% + B’ — 2D’ sind. In solchem Falle kann ausser 
ch D’ — D” unmittelbar bestimmt werden. Vergleicht man die auf Grund der f- und g-Kurven 
haltenen D’ — D” Werte [13 - 10—* cm—1 (s. Fig. 2.) 14 + 10~$ cm—1], kann die Ubereinstim- 
mung als befriedigend angesehen werden. 


agestérten Termes mit Cg bzw. Cs bezeichnet, so geht die dem Werte Cg ent- 
yrechende Horizontallinie in die zum Cs gehérige Horizontallinie uber. Mit 
lilfe von tiberzahligen Linien lasstsich auch das Spiegelbild der vorher genannten 
curve in der Nahe der Stérungsstelle konstruieren, das in grésserer Entfernung 
‘on der Stérungstelle die gerade Fortsetzung der urspringlichen, dem Cg entspre- 
enden Horizontallinie bildet. Die analytische Gestalt der zwei Kurven, die 
ait g.(J) und g#(J) bezeichnet werden, lasst sich unter Verwendung der gestorten 
inergiewerte (s. I.) folgendermassen angeben : 


(J) + {C, + Ce (BpA} + BeA2— 22-1 + (-1)*] B— 


— [J + )UVJ—1) — J—1) UU) }}: (10a) 
x(J) =; {Cy + Coz (ByA2 + BAS— [2427-1 + (-l)*] B+ 
+ (J +1)U(J—1) — J—NU) }} (10b) 


4* 
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hier ist 


U(J) -|: [C;— Cy is (Bs — B,) KMJ.+ 1) es B.A? + B,Ag] a \H|? ° ( 


wo H das entsprechende Element der Stérungsmatrix bedeutet. Es sind in 
Gleichungen (10a)—(10b) an die Stelle von x die Symbole Q, PR oder PR z 
setzen, je nachdem die linken Seiten auf Grund von (7), (8a) oder (8b) berechne 
werden ; ferner © = 0 fir x = Q und XL = 1 fiir x = PR oder PR; es ist € 
lich das obere (untere) Vorzeichen zu nehmen, wenn der obere (untere) Zust 
gestért ist, und B= B’, A= A” (B= B’, A= A’). Den Verlauf der 
Kurven in der Umgebung der Stérungsstelle zeigt Fig. 6. 


ENR OI a TIE ee I ERED 7 


Fig. 6. Auffindung der Stérung und Bestimmung des Abstandes zwischen den Schwingungs 
niveaus des stérenden und gestérten Termes in der Bande 4—0 (15*—12) des Ba0. (I. Kovac 
und A, Lagerqvist, Ark. f. Fys. 2, 411, 1950.) | 


Auf Grund der Formeln (10a) und (10b) lasst sich die Differenz Cs—Cz = 
= Csg bestimmen, die den Abstand zwischen den Schwingungsniveaus de: 
stérenden und gestérten Termes angibt. Nach einer kurzen Rechnung erhalt man 

$ 


Cog = (J) + 8% J) —2Cy + (B.A? + B.A? — [2A?—1 + (—1)*] BY, (12) 


mit denselben Vorschriften fiir die Bezeichnungen wie unter (10a) und (10b)} 
Die Formel (12) stimmt mit den Ergebnissen der Arbeit I und II iberein} 
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J. die Gleichungen (11), (13), (15) von I und (7), (9), (11) von II-] Es sei 
den Vorteil hingewiesen, dass (12) weder das Matrixelement H, noch die 
weichungen des gestérten Termes vom ungestérten enthilt. 


Unter Beriicksichtigung der D-Korrektion ergibt sich anstatt (12) die etwas kompli- 
tere Formel : 


Cog = BJ) + B2(J)—2Cy + { Bey + BA; —2BA* + [I—-1)*](B—2D)— 9) 
—(Dz + D,— 2D) (J—1) J4J + 1}. 


Wenn mindestens zwei Paare von iiberzdhligen Linien vorhanden sind, 
in lasst sich der Schnittpunkt der beiden Kurven g,(J) und gi(J) auf gra- 
ischem Wege leicht bestimmen. Berechnet man die Abszisse des Schnitt- 
aktes mit J*, so folgt aus den Gleichungen (10a) und (10b) fir J* : 


(J* + 1)U(J*—1) — (J*—1I)U(J*) = 0. (13) 


rd der aus dieser Gl. berechnete J* mit dem J,-Werte verglichen, der zum 
erschneidungspunkt der. zwei ungestérten Terme gehért, dann sieht man, 
3s angendhert gilt : 


i 
h~ Je => (14) 


e Bedeutung dieser Formel besteht darin, dass aus der experimentell erhal- 
nen Lage von J* der Wert von J, bestimmbar wird. 


Es sei noch bemerkt, dass man mit Hilfe der Werte von C,, und J* und 
f Grund von (14) sehr einfach einen Naherungswert fiir die Rotationskonstante 
s stérenden Termes erhalten kann ; es gilt namlich : 


wT Csg 
B, © By— (15) 
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PACYUET POTAIJMOHHbIX NMOCTOAHHHbIX DJBYXATOMHbIX MOJIEKY JIAPH 
TEPM HA OCHOBE IIEPTYPBALMOHHbIX JAHHbIX 


VM. Kopay 


PESIOME | 


B ctaTbe paccMaTpHBaloTcA Ba COBepLICHHO PaBHOIeHHBIX, AHANOPHYHbIX Har JAH 
-criocoOa, MpH MOMOLIH KOTOPHIX pasHOCTb POTaIHOHHBIX MOCTOAHHBIX H ypoOBHeH KoueOaHHi 
yuacrBy’ 1OUHX B Mepexofe AByX MOJIEKy JIAPHBIX TepM, MO)KeT ObITh OMpeseNeHa MpocTLIM ny Tem 
M3 BOMHOBOrO 4YHCa CHeEKTPasIbHBIX WHHHH. Kpome sroro, 06a cnocoda OAHHaKOBO TpHrosHEl | 
A0A oOHapy Kenna nepty pOanui. Ha ocnope nepBoro cnocoba MoxKHO ONpefeIHTh poTalHoHu- | 
HY10 pnOcTosHHy!0 Hepty pOupy lomero Tepma, a Ha OCHOBe BTOporo cmocoba MOXKHO paccutate | 
BHICOTy PpyOBHA KoJeOaHHA NeprypOHpyloulero TepMa Mp MOMOMM HCNOIb30BaHHA T. H, 
CBePpX4HCJIOBHX JIMHHH, HaOmIOAaembIX B OOacTH Mepty pOHpy /OMIMX MECT, JIA 9TOrO, pacuera 


He Hajlo 3HaTb 9ylemeHTa MaTp¥bl neptypOanHH, a Tak)Ke oTKOHeHHH MeKLy nlepty pox | 
POBaHHEIMH HW He Nepty pOHpoBaHHbIMH y pOBHAMH, 


UBER EIN ANALYTISCHES 
AHERUNGSVERFAHREN ZUR BESTIMMUNG 
VON EIGENFUNKTIONEN UND ENERGIE- 
EIGENWERTEN VON ATOMELEKTRONEN 

Le 


Von 


R. GASPAR 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombds. — Eingegangen : 27. III. 1952.) 


Der erste Teil der vorliegenden Abhandlung befasst sich mit der Untersuchung der mit 
 Methode des »self-consistent field« bestimmten Potentiale sowie mit ihrer Verallgemeinerung 
r simtliche Elemente des periodischen Systems. Es wird der Nachweis gefiihrt, dass die redu- 
irte effektive Kernladung der Atome, die nach der iiblichen Benennung mit Zp/Z bezeichnet 
rd, in guter Naherung eine universale (von der Ordnungszabl unabhingige) Funktion der 
atfernung vom Atomkern ist, wenn diese mit der sich von Atom zu Atom veraindernden Thomas- 
smischen Ejnheit 4 = 0,8853 a9/Z1/8 gemessen wird. Diese universale Funktion kann auch mit 
aem analytischen Ausdruck von einfacher Gestalt in guter Naherung dargestellt werden. 

Eine der méglichen Anwendungen des obigen Ergebnisses besteht darin, dass nunmehr 
e Méglichkeit geboten wird, gute Anfangspotentiale fiir die mit der Methode des »self-consis- 
nt field« durchzufiihrenden Berechnungen zu erhalten. Die erwahnte universale Darstellung 


srechnungen wichtiger atomphysikalischer Konstanten fiir alle Elemente des periodischen 
tstems. Im zweiten Teil des Aufsatzes wird eine Methode von Rasetti zur Lésung der Einelektron- 
thrédinger-Gleichung: angewendet und entwickelt, so dass die Méglichkeit gegeben wird, die 
ivenfunktionen und Energiceigenwerte der in den tiefsten s-, P-, d- und f-Energiezustanden 
indlichen Elektronen samtlicher Elemente analytisch auszurechnen. Die Eigenfunktionen 
urden mit den von Slater mit einer halbempirischen Methode berechneten verglichen. Die 
it der hier beschriebenen Methode berechnetcn sowie die gemesserien Réntgenterme, weiterhin 
le mit der Methode des »self-consistent field« berechneten stimmen miteinander gut iiberein. 


Einleitung 


Vom Gesichtspunkt der theoretischen Untersuchung von Problemen der 
‘lektronenstruktur der Materie ist es wesentlich, die Elektronenverteilung der 
(tome und die méglichen Elektronenenergie-Eigen werte zu kennen. Zu einer wel- 
enmechanischen Lésung des Problems sind mehrere Verfahren geeignet, von deren 
ber bisher zur Lésung von Atomproblemen regelmassig nur zwei herangezogen 
yurden : das Variationsverfahren und die Methode des »self-consistent field« 
‘1]. Mit beiden Verfahren wurden jedoch infolge der mit diesen verbundenen 
Rechnungsschwierigkeiten nur eine beschrankte Anzahl von Berechnungen 
lurchgefiihrt. Die Anwendung des Variationsverfahrens wird durch den Umstand 
srschwert, dass bei Elementen von hoher Ordnungszahl die Eigenfunktionen 
jer in Betracht zu ziehenden Elektronen von grésserer Energie eine tiberaus 
somplizierte Gestalt annehmen und dass demgemass auch der zu variierende 
Energieausdruck kompliziert wird. In letzterer Zeit gelang es, die Schwierig- 
keiten, die sich der Anwendung des Variationsverfahrens auf Elemente: von 


rreduzierten effektiven Kernladung erméglicht auf analytischem Wege die wellenmechanischen — 


4 
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héherer Ordnungszahl entgegenstellten, durch Heranziehung der statistischen 
Theorie des Atoms zu iiberwinden [2]. Bei der Anwendung der Methode des 
»self-consistent field« besteht hingegen die Hauptschwierigkeit darin, dass die 
bei dieser Methode erforderliche numerische Rechenarbeit — besonders im Fall 
von Elementen von héheren Ordnungszahl — so gross ist, dass sie in absehbarer 
Zeit nur mit entsprechenden, eigens fiir diesen Zweck gebauten Rechenmaschinen 
durchgefiihrt werden kann. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, mit Hilfe einer aus der statistischen — 
Theorie des Atoms entlehnten Uberlegung die Potentiale der bisher durch-— 
gefuhrten »self-consistent field«-Berechnungen fiir fast alle Elemente des perio- ‘| 
dischen Systems zu verallgemeinern, und so die Bestimmung von wichtigen 
atomphysikalischen Konstanten fir samtliche Elemente des periodischen 
Systems zu ermdglichen. Als erste Anwendung wurde das Potential als univer- 
sale Potentialfunktion in die EHinelektron-Schrédinger-Gleichung eingesetzt. 
Auf diese Weise gelang es, mit Hilfe eines analytischen Naherungsverfahrens die 
Eigenfunktionen und Energieterme der 1s-, 2p-, 3d-, 4f-Elektronen fiir samtliche | 
Elemente des periodischen Systems zu bestimmen. 


ee 8 


Die Bestimmung des Potentials 


Zunachst soll ein neutrales Atom untersucht werden, das die Ordnungs- | 
zah] Z besitzt. Sein Potential betragt 


gee a 


wo Z,e die effektive Kernladung, e die elementare Ladung und r die Eatformmall 
vom ea bereichnet, Z, yerdndert sich in einem LO Atom wie folgt : 


Entfernung vom Kern oe der abschirmende Einfluss ee Elektronen zuj 
wirken, was eine Wertverminderung der effektiven Kernladung zur Folge hat ; 
bei grésserer Entfernung vom Atomkern wird Z, — da es sich ja um ein neutrales) 
Atom handelt — sehr schnell verschwinden. Des Verlauf von Z, wird im wesent- 
lichen durch die sich von Atom zu Atom andernde Deduedigean it und durch 
die Elektronenwolke bestimmt. Infolgedessen zeigt die effektive Kernladung 
bei Atomen von verschiedenen Ordnungszahlen einen ganz anderen Verlauf, 
Man kann aber versuchen, die effektiven Kernladungen in ein solches Koordina: 
tensystem zu transformieren, dass sie in guter Naherung miteinander tiberein: 
stimmen. Der Weg zu dieser Transformation wird von der statistischen Theos 
des Atoms gewiesen. 
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In der statistischen Atomtheorie wird die im Atomsystem herrschende 
otentialverteilung durch die wohlbekannte Thomas-Fermische Gleichung [3] 


2p 3/2 
up (2) 


sstimmt. Die im Ausdruck (2) vorkommende Funktion g(x) hangt mit dem 
otential laut der Gleichung 


o(x) = 7,(V—Vo) (3) 


isammen. Die im Ansatz (3) ausser den bereits bekannten Gréssen stehende 
onstante V, ist im Falle von neutralen Atomen 0, wahrend die Variable x 


it w gemass der Gleichung 


T 0,8853 a 
pag Oe Toe (4) 
pe Z 


isammenhangt. Die Lésung der Gleichung (2) im Falle der Grenzbedingungen 
(0) = 1, 9(x) = 0 und ¢'(x) = 0, d. h. fiir neutrale Atome [4], ist durch die 
aiversale Funktion g(x) gegeben. 

__ Die effektive Kernladung steht mit der Funktion (x) in einem engen Zu- 
mmenhang. Es soll nun ahnlich wie bei dem in Gleichung (1) vorkommenden Z, 
ich in der statistischen Atomtheorie eine effektive Kernladung Z;, bestimmt 
erden. Setzt man die Gleichung (1) in den Ausdruck (3) ein und bericksichtigt 
an, dass V, = 0 ist, so ergibt sich, dass fiir ein neutrales Atom in der statis- 


schen Atomtheorie 


gle) =" (5) 


stragt. Die reduzierte effektive Kernladung Z,/Z ist also im Thomas-Fermischen 
atistischen Atommodell in Bezug auf ein neutrales Atom eine universale 
unktion. , 

Der in der statistischen Atomtheorie gebrauchlichen Thomas-Fermischen 
\aherung entspricht in der wellenmechanischen Methode des »self-consistent 
. eld« ein Naherungsverfahren ohne Austauschglieder, das nach Hartree als 
lartreesche Methode bekannt ist. Wenn Z,/Z in der statistischen Theorie 
\ jniversal ist, so ist zu erwarten, dass sich auch die Hartreeschen reduzierten 
, fektiven Kernladungen Z,[Z nicht allzusehr voneinander unterscheiden 
{ erden, wenn man sie in ein entsprechendes Koordinatensystem transformiert. 
» ach der statistischen Theorie muss die im Ausdruck (4) definierte Variable x 
» 8 unabhangige Variable eingefibrt werden, damit der erwartete einheitliche 
, |erlauf in Erscheinung trete. In Abb. 1 sind die nach der Hartreeschen Naherung 
‘or Methode des self-consistent field« berechneten reduzierten effektiven 
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Kernladungen der Atome von einigen Elementen dargestellt. Um die Abbildung | 
iibersichtlicher zu machen, wurde nicht jeder berechnete Punkt eingetragen. |' 
In die Abbildung wurde auch ¢,(x), die reduzierte effektive Kernladung des 
Thomas-Fermischen statistischen Atommodells mit einer gestrichelten Linie 
eingezeichnet. Vor allem fallt auf, dass die Streuung der mit der Methode des 
»self-consistent field« berechneten reduzierten effektiven Kernladungen iiberaus |' 
gering ist, und dies tritt besonders klar zutage, wenn man in Betracht zieht, | 
dass sich unter diesen Elementen solche von so verschiedenen Ordnungszahlen © 
befinden wie Beryllium (Z = 4), Eisen (Z = 26) und Quecksilber (Z = 80). | 
Weiterhin ist gut sichtbar, dass die mit der Thomas-Fermischen Methode }) 


Abb. 1. Darstellung der reduzierten effektiven Kernladungen im universalen Koordinatensystem, 
Die mit der Methode des »self-consistent field« berechneten Punkte : 


o Hg MW akr @(Ca +Be 
— — — S Kurve (x) der Thomas-Fermischen Theorie 
Zp/Z = e—A,x/(1 + Agx) mit den Parameterwerten (7) 


berechnete reduzierte effektive Kernladung in den inneren Teilen des Atoms 
sich der mit der Methode des »self-consistent field« berechneten gut anndhert. 
Bei einer grésseren Entfernung vom Kern ergeben aber die beiden Methoden 
wesentlich anders verlaufende Z,/Z-Kurven ; die mit der Methode des »self- 
consistent field« berechneten Kurven verschwinden exponential, wahrend die 
mit der Thomas-Fermischen Methode bestimmte Kurve oberhalb dieser 
verlauft und weit langsamer, so wie 1/r? verschwindet. Aus Abb. 1 ist auch gut 
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sichtlich, dass die reduzierte effektive Kernladung auch in der Hartreeschen 
ormulierung der Methode des »self-consistent field« in guter Naherung als 
siversale Funktion angesehen werden kann. Hier ist aber de Bemerkung am 
latze, dass diese Behauptung nur in einem besonders gewahlten Koordinaten- 
‘stem, d. h. bei Einfiihrung der Variablen x der Wirklichkeit entspricht. Umge- 
ehrt gilt jedoch, dass map, wenn man von der Variablen x auf r tibergeht, 
on Verlauf der effektiven Kernladung der einzelnen Atome und auf diese 
Teise auf Grund des Ansatzes (1) das Potential erhalten kann. 

Die weiteren Schritte kénnen auf verschiedene Weise vorgenommen 
rerden. Es ist méglich, fiir jedes beliebige Element angenaherte effektive 
-ernladungswerte zu erhalten, wenn man die fiir ein Element, z. B. Hg, bereits 
hne Austauschglieder durchgefihrten Berechnungen nach der Methode des 
self-consistent field« mittels der Transformation (4) in das der gewiinschten 
\rdnungszah] entsprechende Koordinatensystem transformiert. Bei dieser 
‘ransformation ist natiiclich in Betracht zu ziehen, dass die reduzierte effektive 
<ernladung Z,/Z die universale Funktion darstellt und dass daher bei der 
‘ransformation deren Werte unverandert tibernommen werden miissen. Auf 
liese Weise kann man zu einem guten numerischen Naherungspotential gelan- 
sen, welches den Verlauf in den dem Kern naheliegenden Gebieten gut wider- 
spiegelt, und mn den vom Kern entfernten Gebieten einen den Bedingungen der 
Wellenmechanik entsprechenden Verlauf zeigt. 


Eine ausserst wichtige andere Méglichkeit ist jene, einen analytischen 
Ausdruck zu suchen, der den Verlauf der reduzierten effektiven Kernladung 
fiir alle Atome angibt. Als eine sehr gute analytische Form erweist sich der Aus- 
druck 


Z e—hox 
(6) 


weil er nur zwei Parameter enthalt und weil er, wenn die Parameter A, und Ay 
zweckmassig gewahlt werden, gute Durchschnittswerte fiir die auf Abb. 1 
sichtbaren Werte von Z,/Z gibt. Die in Abb. 1 aufgetragene voll ausgezogene 
Kurve ist die zu den Parameterwerten des Ausdrucks (6) 


A p= 0,1837 und 4, = 1,05 (7) 


gehdrende Kurve ; sie zeigt in guter Naherung den Wert Z,/Z der schweren 
Atome. In Tabelle I sind zu Vergleichszwecken die far das Quecksilberatom 
bestimmten Z,/Z-Werte angefihrt, und zwar sowohl fiir den Fall der Berech- 
nung mit der Methode des yself-consistent field« als auch fiir den der Berechnung 
aus dem Ausdruck (6). Wenn man in Betracht zieht, dass die hier verwendete 
analytische Formel lediglich zwei Parameter aufweist, so ist die Ubereinstim- 


mung als vorziiglich zu bezeichnen. 


————— LLL 
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Die auf diese Weise fir samtliche Atome berechnete reduzierte effektive |. 
Kernladungszahl Z,/Z kann zur Lésung von zahlreichen Problemen Verwendung _ | 
finden. Als erste Anwendung soll nun gezeigt werden, dass die Eigenfunktionen 
und Energieterme der in den Atomen samtlicher Elemente des periodischen 
Systems befindlichen 1s-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen in guter Naherung bestimmt 
werden kénnen, wenn das durch die Kombination der Ausdriicke (6) und (1) 
erhaltene Potential in der Einelektron-Schrédinger-Gleichung als universale ; 
Potentialfunktion benutzt wird. 


Die Aufstellung und Lésung der Schrédinger-Gleichung 


Ahnlich wie bei der Hartreeschen Formulierung der Methode des »self- 
consistent field« soll vorausgesetzt werden, dass die Eigenfunktion des ganzen — 
Atoms aus den Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen als ein einfaches 
Produkt bestimmt werden kann und dass sich die Elektronen in einem kugel- 
symmetrischen Potentialfeld bewegen. Da nach der obigen Annahme das die — 
Bewegung der Elektronen bestimmende Potential immer kugelsymmetrisch ist, 
kann der vom Winkel abhangige Teil der Eigenfunktion als Kugelflachenfunk- 
tion dargestellt werden. Die vollstandige Eigenfunktion eines Elektrons ist also 


von der Form 
p = R(r) Yim(2,9)- (8) 
Hier bezeichnen I und m die Neben- bzw. magnetische Quantenzahl des unter- 
suchten Elektrons und} Y;,, die Kugelflachenfunktion mit den Kennzahlen 
lund m. Die den radialen Teil R(r) bestimmende Schrédinger-Gleichung kann 
in folgender- Form geschrieben werden 
af  8x?m, Z pe” i+ 1)) ,_ 
dr? | h? G: r ipo: ie oe ) 
wo f(r) = rR(r) ist. Wird Z, aus dem Ansatz (6) in die Gleichung (9) eingesetzt. 
so erhalt man die Schrédinger-Gleichung, die zur Bestimmung der Eigenfunktion 
und Energie der Elektronen mit der Nebenquantenzahl | verwendet werden kann 
[10]. Auf’Grund des Obengesagten ist der Ausdruck (8) fiir samtliche vorkom- 
mende Elemente giiltig, so dass seine Lisung als besonders interessant gelten darf. 
Die Lésung der Differentialgleichung (9) mittels des Potentials 
Ze—**/r(1 + Agx) ware kompliziert und ist in analytischer Form auch nicht 
mdglich. Es gibt jedoch einen anderen Weg, der hier zum Ziel fihrt. Er wurde 
von Raseiti [5] beschritten, der zeigte, wie die Differentialgleichung (9) in guter 
Naherung gelést werden kann. Die Lésung bereitet keine Schwierigkeiten, 
wenn das Potential in der Form 


Zye Zre , 1 Aedy 
r r 2 re 


+72 (10) 
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schrieben werden kann. In diesem Falle hat die Lésung der Schrédinger- 

leichung die Gestalt 


f= Are" ¥', (11) 
o n* und y die Gestalt der Eigenfunktion bestimmende Konstanten sind und 


eine normierende Konstante darstellt. Die in den Gleichungen (9), (10) und 
1) vorkommenden Gréssen stehen miteinander in folgendem Zusammenhang 


n=5 {(1—4a 4+ 4Ul+ 1+ 1}, (12) 
Yo (13) 


Jer Wert der Energie wird durch die Gleichung 
= -5 y7e7a9 — Xo (14) 


egeben. Die in der Gleichung (10) befindlichen drei Parameter Z*, A und Xo 
verden so gewahlt, dass Z,/r und Z>/r, sowie deren erste und zweite Differential- 
juotienten an der Stelle des Maximums der Funktion (11), also an der Stelle 
ee (15) 

YY 
ibereinstimmen. Diese Wahl gewahrleistet, dass das Naherungspotential an 


ener Stelle, wo die radiale Dichte 
Aatf? = 4ar?R*(r) = 4ot A2r2n* e— 2" (16) 


des hier behandelten Elektrons ihren gréssten Wert annimt, sowie in der nachsten 
Nahe davon, grésstenteils mit dem wirklichen ubereinstimmt. Da dieses Ver- 
fahren die Eigenschaft besitzt, immer die beste Naherung des Potentials an der 
fiir die untersuchte Eigenfunktion wichtigsten Stelle und in deren Umgebung 
gu erreichen, so ist es gewiss, dass unter den Eigenfunktionen von der Form (11) 
die mit der obigen Methode gegebene Lésung die beste Naherung der wirklichen 
Eigenfunktion liefern wird. Besonders gut wird diese Naherung ausfallen, wenn 
das Maximum der Eigenfunktion geniigend steil ist, wie dies bei den Kigen- 
funktionen der inneren Elektronen der Atome tatsachlich der Fall ist. Die 
Naherung wird jedoch weniger gut sein, wenn das Maximum der Eigenfunktion 
weniger steil ist, weil dann auch die vom Maximum weiter entfernt liegenden 
Werte des Potentials in Rechnung zu stellen sind. In diesem Falle muss die 
Veranderung der Energie und der Eigenfunktion durch Anwendung der Stérungs- 
rechnung entsprechend beriicksichtigt werden. 

Die Bestimmung der einzelnen Parameter geht danach folgendermassen 
vor sich. Der Wert des Parameters 7) kommt im ersten und zweiten Differential- 
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quotienten nicht vor, infolgedessen kénnen die Parameter Z* und A unabhangig 
von ihm berechnet werden. Aus der Ubereinstimmung der Funktionen Z,/r 
und Zj/r an der Stelle r,, lasst sich andererseits der Parameter 7 heating 
wenn Z* und A bereits vorher festgestellt wurden. Nach einigen Differenzierungen 
uad nach entsprechender Gruppierung der Glieder erhalt man bei Verwendung 
der Gleichungen (6) und (10) 


————_=-> 


k= Zp fil%m) [do = (17), 

Zu x3 e—AgxXm Fe | 

a ! + 2A5 + 24 2(7)42 + a2 4 x Az ASX 
a (+ 4ox,)2 | 0749 0 0 (70 0)¥m + o*m 


Zrm = Zufar(tm) = (18) | 
Xm @—A0%m 


=Zy [1+ (20+ 340)%m—? 2xh— (ied? + 2034.) x8, —AZA2ef, 
(1+ Ao%m)* 
Das in den Gleichungen (17) und (18) vorkommende x,, = 1,,/14 bestimmt den } 
Ort des Maximums der radialen Dichte. Bemerkenswert ist, dass A und Z*r,,_ 
von der Ordnungszahl — wenn man von der Abhangigkeit von x, von der 
Ordnungszahl absieht — lediglich durch den Faktor Zu abhangen, wahrend f, — 
und fz* durch die Einfithrung der Variablen x zu universalen, von der Ordnungs- : 
zahl unabhangigen Funktionen werden. Wenn man von den Gleichungen (17) 
und (18) ausgeht, so erhalt man aus den Zusammenhangen (12), (13) und (15)_ 


zur Bestimmung der Grisse 


Zu/dy = € (19) 
die Gleichung zweiten Grades, 


&* (fae + fa)? — € [fze + 21 (1+ 1) (fee +f) +P G+ 1 f= 
deren physikalisch interpretierbare Lésung 


fa» + 2(fz« + fa) UL + 1) + Vien? + 4foe( fee + fa) UF 1) 
2(fz« + fa)? 


lautet. Die Gleichung (20) stellt den Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl 
(durch £) und der Stelle x,, des Maximums der Eigenfunktionen (11) (durch f2° 
und f,) her. Durch Heranziehung der Gleichung (2) kann der Zusammenhang 
Z = Z(x,,) baw. durch Anwendung der Formel (4) der Zusammenhang Z = Z(r,,) 
Jeicht tabellarisch dargestellt werden. Aus Abb. 2a und 2b sind die Zusammen- 
hange Z = Z(r,,) fiir die tiefsten s-, p-, d-, f-Zustande, also fiir die 1s-, 2p-, 3d- 
und 4f-Zustande ersichtlich. Um die Zusammenhange besser iiberblicken zu 
kénnen, wurde als Abszisse 1/r,,, der Reziprokwert der Stelle des Maximums 
gewahlt. In diesem Koordinatensystem ist der Zusammenhang Z = Z(1/r,,) 
durch eine einfache Gerade dargestellt. Eine ausfihrliche Besprechung dieser 
Tatsache soll spater folgen. 


aces 


(20) — 
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Wenn die Stelle des Maximums bekannt ist, kann aus den Gleichungen 
) und (18) der Wert der Konstanten 4 und Z* bestimmt werden. Es sind 
wmehr samtliche Parameter, die das angenadherte Potential bestimmen, 
‘annt, da auch die Berechnung des Wertes der Konstanten Yo, die den an der 
lle des Maximums der Funktion angenommenen Wert bestimmt, auf keiner- 
Schwierigkeiten stésst. 


b. 2a. Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl und dem Maximum der radialen Dichte der 
Is- und 2p-Elektronen. 
—— + Z=Z(I1/rm) nach Slater 
Z =Z(I/rm) nach der hier beschriebenen Methode 


\b. 2b. Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl und dem Maximum der radialen Dichte 
der 3d- und 4f-Elektronen. 


— — — — Z=Z(1/rm) nach Slater 
Z=Z(IJrm) nach der hier beschriebenen Methode 


Bestimmung der Eigenfunktionen 


Die die von Slater angegebene Gestalt aufweisenden Eigenfunktionen, 
elche die Form der Gleichung (11) besitzen, werden durch die Parameter n* 
ad y bestimmt. Wenn die das Potential bestimmenden Konstanten bekannt 
nd, so kénnen mittels der Gleichungen (12), (13) und (15) diese Parameter ohne 
eiteres bestimmt werden. Nach Durchfihrung von kleineren Rechnungen 


slangt man zu 


n* = (Zu fze/a,)'” (21) 
und 
y= Cele (22) 
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In Abb. 3 und 4 ist die Abhangigkeit dieser Parameter von der Ordnungszahl | 
dargestellt. Es ist bemerkenswert, dass, wahrend im Falle des ls-Zustandes die | 
effektive Hauptquantenzahl n* sehr nahe an die tatsachliche Hauptquantenzali 
zu liegen kommt, bei Zustanden mit héheren Hauptquantenzahlen eine derartige 
Korrelation nicht festgestellt werden kann. Der Parameter y, durch den die | 
Form der Eigenfunktion hauptsachlich in den dusseren, vom Kern entfernten } , 
Gebieten determiniert wird, andert sich, wie aus Abb. 4 ersichtlich, in guter } 
Naherung proportional zur Ordnungszahl. 

Die Bestimmung der Parameter n* und y konnte bisher, wenn man die 
Berechnungen nicht fiir die einzelnen Atome, sondern fir simtliche Atome des | 


Abb. 3. Abhangigkeit der effektiven Hauptquantenzahl von der Ordnungszahl. Nach Slater : 
betragt die effektive Hauptquantenzahl unabhingig von der Ordnungszahl fiir die einzelnen 
Elektronenzustande : 


Zustand | Is | 2p | 3d | 4f 


periodischen Systems vornehmen wollte, nur auf Grund der von Slater einge- | 
fiihrten halbempirischen Methode durchgefiihrt werden [6]. Die Definition des 
in der Methode von Slater vorkommenden Parameters stimmt mit der hier 
gegebenen iiberein mit dem Unterschied, dass Slater an Stelle des Parameters 
die besser zu veranschaulichende Abschirmungskonstante s verwendet. Der 
Zusammenhang zwischen den zwei Parametern ist folgender : 

god Z—s (23) 


ak ? 
n* dy 


wo Z die Ordnungszahl des Atoms, s die Abschirmungskonstante, n* die Slater- 
sche effektive Hauptquantenzahl und a, den kleinsten Bohrschen Wasserstoff- 
radius darstellt. Slater nimmt die Bestimmung der Werte von n* und s so vor 
dass die Eigenfunktionen fir die leichteren Atome vom Helium bis zum Neon 
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gut wie méglich mit den durch das Variationsverfahren bestimmten Higen- 
iktionen ibereinstimmen, und dass sich mit diesen Eigenfunktionen die 
thtigsten Atomkonstanten, wie z. B. die Réntgenterme, die Lonisierungs- 
ergien, die diamagnetischen Suszeptibilitaten, fiir die schwereren Atome im 
aklang mit den empirisch gewonnenen Werten ergeben. Die Berechnung der 
ektiven Hauptquantenzahl n* und der Abschirmungskonstante s geht nach 
wer folgenderweise vor sich. 


Fir n* sind folgende Werte zu verwenden : 
wahre Hauptquantenzahl n = 1234 5 6, 
effektive Hauptquantenzahl n*=— 1 2 3 3,7 4,0 4,2. 


Die Bestimmung der Abschirmungskonstante s geschieht folgendermassen. 
werst werden die Elektronen in die folgenden Gruppen eingeteilt 


(1s), (2s, 2p), (35, 3p), (3d), (4s, 4p), (4d, 4f), (5s, Sp) ++. + 


; werden also jeweils die zu derselben Hauptquantenzahl gehérenden s- und 
Elektronen zu einer Gruppe zusammengefasst, wahrend die d-, feta 
lektronen eine andere Gruppe bilden. Es wird angenommen, dass die energe- 
sche Reihenfolge der einzelnen Zustande im Inneren des Atoms mit der oben 
igegebenen Re:henfolge iibereinstimmt, und dass die Elektronen die Zustande 
ich in dieser Reihenfolge besetzen. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass sich die 
abilere Elektronengruppe im Atom im allgemeinen weiter innen, naher zum 
ern befindet als die weniger stabile. Auf Grund dieser Annahmen bestehen 
ur die Bestimmung der Abschirmungskonstante s folgende Regeln. 

1. Alle Elektronengruppen, die weiter aussen liegen als die untersuchte 
ruppe, tragen nichts zu s bei. 

2. Jedes Elektron, das zu der Gruppe des untersuchten Elektrons gehort, 
‘gt zur Abschirmungszahl s 0,35 bei. Eine Ausnahme bilden die Elektronen 
er 1s-Gruppe, wo der Beitrag 0,30 ausmacht. 

3. Falls das untersuchte Elektron einer (s, p)-Gruppe angehért, so tragt 
sdes Elektron einer Gruppe, deren Hauptquantenzahl um 1 kleiner ist, 0,85 
ur Abschirmungskonstante bei, wahrend der Beitrag der noch weiter innen 
efindlichen Gruppen 1,00 ist. Wenn das untersuchte Elektron einer (d, f)- 
‘ruppe angehért, so leistet jedes Elektron der weiter innen befindlichen Gruppen, 
uch jenes von einer Hauptquantenzahl, die um | kleiner ist, zur Abschirmungs- 
onstante s einen Beitrag von 1,00. 

Nach Slater ist also der Wert der effektiven Hauptquantenzahl n* inner- 
ialb einer Gruppe von gleicher Hauptquantenzahl eine von der Ordnungszahl 
mabhangige Konstante, wahrend sich y gemass der Formel (23) linear zur 
Jrdnungszahl verandert und die Achse Z an der Stelle Z = s schneidet. In Abb. 4 
ind zu Vergleichszwecken auch die von Slater bestimmten Geraden durch ge- 
‘trichelte Linien eingetragen. Die Ubereinstimmung der hier berechneten Kurven 
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mit den Slaterschen Geraden ist als gut anzusprechen. Gréssere prozentuale | 
Abweichungen sind im Fall der 2p- und 4f-Zustande festzustellen, doch stimmt | 
auch hier der allgemeine Verlauf der Kurven miteinander tiberein. Aus Abb. 3 
jst ersichtlich, in welcher Weise die effektiven Hauptquantenzahlen der in den 
3d-, und 4f-Zustanden befindlichen Elektronen von der Ordnungszahi | 


1s-, 2p-, 


Abb. 4. Abhangigkeit des mit der Abschirmungskonstante zusammenhangenden Parameters 
von der Ordnungszahl. ) 

= nach Slater 
nach der hier beschriebenen Methode 


abhangen. Es ist gut sichtbar, dass im Falle von Zustanden mit einer Haupt 
quantenzahl 1 und 2 sich die hier berechnete effektive Hauptquantenzahl bei 
Atomen von héherer Ordnungszahl der nach der Slaterschen Methode bestimm: 
ten effektiven Hauptquantenzahl asymptotisch nahert. Bei den Hauptquanten 
zahlen 3 und 4 zeigt sich eine ahnliche Tendenz, doch kann das asymptotische 
Verhalten nur bei Elementen von héherer Ordnungszahl, die im periodischer 
System vorkommen, wahrgenommen werden. 

Die Parameter n* und y spielen auch noch eine andere wichtige Rolle, 
indem sie namlich die Stelle des Maximums der radialen Dichte bestimmem, 
Nach Gleichung (15) geben die Quotienten der zwei Parameter den Ort an, Wo- 
die radiale Dichte ihren Maximalwert ‘erreicht. Die effektive Hauptquantem: 
zahl n* weist nach den hier durchgefihrten Berechnungen im allgemeinen einer 
kleineren Wert auf als den durch das Slatersche Verfahren bestimmten. Di 
Parameter yy ist mit Ausnahme des 3d-Zustandes gleichfalls kleiner als der 
Slater berechnete, es ist deshalb zu erwarten, dass die hier bestimmten Eige 
funktionsmaxima abgesehen vom 3d-Zustand nur eine geringere Abweichun; 
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yn den durch Slater berechneten aufweisen werden. Im Falle des 3d-Zustandes, 
o der hier berechnete Parameter fast genau mit dem von Slater berechneten 
yereinstimmt, kann auch die Stelle der Maxima infolge der Abweichung in der 
fektiven Hauptquantenzahl n* wesentlich voneinander verschieden sein. 
. Abb. 2a und 2b ist die Ordnungszahl als Funktion von 1/r,, angegeben, 
zw. sowohl fiir die hier als auch fiir die mit der Slaterschen Methode bestimm- 
n Eigenfunktionen. Wird der Slatersche Wert des Parameters y aus der Formel 
3) in den Ansatz (15) eingesetzt, so ergibt sich 


Nee Ae § c (24) 


lin n*a, 


rm ist also eine lineare Funktion der Ordnungszahl. Aus den Abbildungen 
| und 2b kann man gut ersehen, dass diese lineare Abhangigkeit auch durch 


e hier berechnete Funktion 1/r,, = 1/r,,(Z) in sehr guter Naherung erfullt wird. 


Bestimmung der Energie 


Eine der wichtigsten Probleme des wellenmechanischen Atompro- 
ems ist die Bestimmung der Elektronenterme. Diese bestimmen namlich die 
‘ellenlange der vom Atom emittierten elektromagnetischen Strahlung und 
folgedessen das ganze optische und Réntgenspektrum. Wie wir spater zeigen 
orden, ist die hier angewandte Methode in der geschilderten Form zur Bestim- 
ung von optischen Termen ungeeignet, doch lassen sich mit ihr die Réntgen- 
rme leicht und mit einer geniigenden Genauigkeit berechnen. 

Bei Beriicksichtigung der in den vorhergehenden Abschnitten gemachten 
isfihrungen ist die Bestimmung der Energieterme eine einfache Aufgabe. 
as dem Ausdruck (6) ergibt sich, wenn die Formeln (1) und (10) in Betracht 
zogen werden, dass 
Zez e—Aotm irae ah Ae*ay (25) 


Tm 1+ AoXm Tm 2 “ 


Liz 


, oder, falls die Gleichungen (17) und (18) eingesetzt und die Glieder geordnet 
orden : 


Ze 1 (Xme—Aoxm 1 
Bee OG) i : 26 
Xo pp x fi + Apxm [fz 2 3f)] Re) 


ie Bestimmung der Energie kann danach mittels der Gleichungen (22) und (26) 
s dem Ansatz (14) vorgenommen werden. Demgemass ist 


2 2 F —A , 
er oe ys yee te [snc en fe tI, (27) 
bh pe x* 11 + Apxm 2 
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Die Gleichung (27) ist — abgesehen vom Faktor Z/ — eine universale Funktion 
der Variablen x,,, was die Berechnungen in hohem Grade erleichtert, da die 


gebracht und in den weiteren Berechnungen verwendet werden kann. Durel 
Heranziehung der Formel (19) wurde die Energie der 1s-, 2p-, 3d- und 4f 
Zustande als Funktion der Ordnungszahl bestimmt. Diese Energieterme sin¢ 


70 


60 


Abb. 5. Abhangigkeit der Fnergieterme der 1s-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronep von der Ordnungszahl. 
+++++4 + + + experimentelle Réntgentermwerte — 

nach der hier beschriebenen Methode berechnet (auf Grund de 
Perturbationsrechnung korrigierte Werte) 


000000000000 nach der Methode des »self-consistent field« berechnet (ohne 
Beriicksichtigung der Austauschenergie) 


aus der Réntgenspektroskopie wohlbekannt und kénnen auf Grund det charak- 
teristischen Strahlung der Elemente bestimmt werden. Die Energie der in den 
ls-, 2p-, 3d- und 4f-Zustanden befindlichen Elektronen kann mit den Termen 
K,, L;, und L,,;, M;y und My, Ny, und Ny; bzw. mit deren Mittelwerten gleich- 
gesetzt werden. Die Aufspaltung der L-, M- und N-Terme ist das Ergebnis der 
vom Spin herrithrenden Dublettaufspaltung. Beim Vergleich mit den empirischen 
Werten wurde deren arithmetischer Mittelwert als Wert ohne Spinaufspaltung 
angenommen. Die fiir die Réntgenterme giiltigen charakteristischen Gesetz- 
missigkeiten treten am klarsten zutage, wenn |/— « als Funktion der Ordnungs- 
zahl aufgetragen wird. Die in Abb. 5 mit Kreuzen bezeiehneten Punkte ent- — 


BR EIN ANALYTISCHES NAHERUNGSVERFABREN ZUR BESTIMMUNG VON EIGENFUNKTIONEN UND ENERGIE- 165 
EIGENWERTEN VON ATOMELEKTRONEN I 


echen den auf Grund von réntgenspektroskopischen Messungen festgestellten 
‘mwerten [7], wahrend die Kreise die mit der Methode des »self-consistent 
d« ohne Beriicksichtigung der Austauschglieder berechneten /— e Werte 
stellen [8]. Die voll ausgezogene Linie zeigt das Ergebnis der mit der hier 
ichriebenen Methode durchgefihrten Berechnungen. Die Ubereinstimmung 
- theoretischen und experimentellen Werte ist als gut zu bezeichnen. 


Zu einem interessanten Vergleich bietet sich Gelegenheit, wenn die Term- 
rte der ls-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen der Ca-, Fe-, W- und Hg-Atome einer 
ifung unterzogen werden. Aus den »self-consistent field«-Berechnungen von 
R. Hartree und W. Hartree, sowie von Manning und Goldberg sind diese Ener- 
terme gleichfalls bekannt. Sie sind in Tabelle II angegeben, zusammen mit 
a auf Grund der hier beschriebenen Methede berechneten und gemessenen 
mtgentermwerten. Die nach den zwei Verfahren erhaltenen Termwerte 
ichen weder voneinander noch von den experimentellen Werten wesentlich ab. 


Kritische Priifung der Methode ; das Selbstpotential 


Im Laufe der hier entwickelten Methode wurden mehrere Naherungen 
rchgefiihrt. Es erscheint daher geboten, nunmehr die Gite dieser Naherungen 
tiberpriifen und sich von ihrer Berechtigung zu tiberzeugen. 

1. Der erste Naherungsschritt im Laufe der hier entwickelten Methode 
stand darin, dass die reduzierte effektive Kernladung samtlicher Ateme als 
tiversale Funktion argenommen wurde, was — wie auch aus Abb. 1 ersichtlich 
nur approximativ der Wirklichkeit entspricht. Abweichungen zeigen sich 
doch lediglich in den dusseren, vom Atomkern weit entfernten Gebieten. Diese 
bweichungen bilden die Ursache fir den Umstand, dass diejenigen Eigen- 
nktionen und Energiewerte, bei deren Bestimmung diese Gebiete eine ent- 
heidende Rolle spielen, weniger gut mit der Erfahrung iitbereinstimmen als die 
neren Teile. Immerhin sind die Verhdltnisse besser, als wenn das Thomas- 
ermische (x) als reduzierte effektive Kernladung gewahlt worden ware, weil 
le hier gewahlte reduzierte effektive Kernladung ein den wellenmechanischen 
rfordernissen entsprechendes exponentiales Verschwinden zeigt, wahrend 
\(x) wie 1/x® im Unendlichen verschwindet. Eine Korrektion des hier begangenen 
ehlers soll nicht vorgenommen werden, da es ja diese Vernachlassigung war, 
ie eine analytische Durchfiihrung der Berechnungen und ihre Ausdehnung auf 
as periodische System erméglicht hatte. 

2. Der zweite Naherungsschritt hestand in der Nichtberiicksichtigung des 
fmstandes, dass das mit dem vorher berechneten Z,/Z bestimmbare Potential 
uch das Potential des untersuchten Elektrons enthilt, und dass daher das 
lektron gleichsam auf sich selbst eine Wirkung ausiibt. Dieses Selbstpotential 
allt am deutlichsten am Rande des Atoms ins Gewicht, wo infolge dieses Fehlers 
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nicht in e/r ibergeht, wie es sei 
die Elektronen in verschiedene 
raft unterworfen ist, ver- 


das Potential exponential verschwindet und 
sollte. Dieses Selbstpotential beeinflusst 
Weise. Da das Elektron einer grésseren Abstossungsk 
schiebt sich das Maximum der Eigenfunktion in eine gréssere Entfernung vom 
Kern und weist natirlich auch eine lockerere Bindung auf, seine Energie wird 
bsoluten Wert haben als in der Wirklichkeit. 

Elektrons stammende Energie | 
hnung beriicksichtigt und fol- 


also einen kleineren a 
Die aus dieser Selbstwechselwirkung des 
des Elektrons kann durch eine Perturbationsrec 
gendermassen korrigiert werden. : 
Die Coulombsche Energie des in einer Entfernung t,(r, 5), 91) vom Kern 
befindlichen, mit 1 bezeichneten Elektrons und des in einer Entfernung (Ty 
da, P2) vom Kern befindlichen, mit 2 bezeichneten Elektrons lautet 


|valta) 2 |pa(ta) | 
ier can es si _ 2 — dv, dv, , (28) ] 
des Elektrons 1 und y, die des Elektrons 2 bedeutet, 
Raum auszudehnen sind. Die Berechnung | 
rfolgen. Wenn man den Ausdruck (8) 


wo y, die Eigenfunktion 
und wo die Integrale auf dem ganzen 
der Integrale kann ohne Schwierigkeit e 
sowie die Gleichung 


1 2 & (k—|m\)! r(a)* im! \m| oe 
er SS eye rupees TE Com 00 con 00ie nia 
k=0 m=—k 

anwendet, weiterhin _ in Betracht zieht, dass die Eigenfunktionen der zwei Elek- 

tronen im gegebenen Fall miteinander iibereinstimmen, ergibt sich 

= hie a, F*, (30) 

wo die Konstanten a, im wesentlichen aus den Integralen der dreifachen Legen- 
dreschen Folynome zusammengesetzt werden kénnen und wo 

Fk = (4 ef fr F( pmnlehiaig * | 31 

Ste i 3 (ry)f7*T2 r(b)E+2 Ty GT (31) 

ist. In den Gleichungen (29) und (31) bezeichnet r(a) bzw. r(b) den kleineren_ 

bzw. den grésseren der beiden Werte 7 und r,, waihrend f(r) = rR(r) den unter 

(11) definierten radialen Teil der Eigenfunktion darstellt. Die Konstanten 4a, 

wurden unter anderem auch von Slater bestimmt, und fiir sie von Gaunt eine 

analytische Formel eingefihrt [9]. Die hier benutzten Koeffizienten a, sind 

aus der Tabelle III zu ersehen. F“ kann nach partieller Integration in der Form 


co co 


Fk = 32m | f%(r)rk dr f pe yr 3 ar’ (32) 


i) r 
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schrieben werden. Wird der Ausdruck (11) in die Gleichung (32) eingesetzt 
d die neue Integrationsvariable y = 2yr eingefilhrt, so gelangt man zu 


ay ir 

ie 2n* +k e— 1an*—k—-1 e—y’ dy’ = 

= y2n* +k e—Ydy | y'2" le—y’ dy’ = yP*(n*). (33) 
[(2n*)!}? 5 } 
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er Ausdruck (33) kann sofort integriert und in geschlossener Form angegeben 
srden, wenn die effektive Hauptquantenzahl n* eine ganze Zahl ist. Die hier 
isgerechneten effektiven Hauptquantenzahlen sind aber von einigen Aus- 
ihmefallen abgesehen nicht ganze ZahJen, und deshalb muss die in (33) ange- 


tbene Form verwendet werden. 


3. Der in der hier beschriebenen Methode vorkommende dritte Naherungs- 
‘hritt besteht darin, dass die Schrédinger-Gleichung (9) anstatt mit dem aus 
2m Ausdruck (6) berechenbaren Potential Z,e/r mittels der durch den Zusam- 
ienhang (10) definierten Potentials Z%e/r gelést wurde. Dieses approximiert 
a der Stelle r,, des Maximums der radialen Dichte sehr gut das Potential 
pelr — der Funktionswert sowie die ersten und zweiten Differentialquotienten 
nd identisch — doch kann die Abweichung in den von r,, entfernt liegenden 
‘ebieten bedeutend sein. Besonders auffallend ist diese Abweichung an den 
ahe zum Kern gelegenen Gebieten, wo Zoe/r wie 1/r?, Zpe/r dagegen nur wie 
/r unendlich wird. Aus der Gleichung (17) folgt, dass 4 immer positiv ist, und 
ass deshalb das sich im Naherungspotentialfeld Zfe/r bewegende Elektron 
Kern befinden wird, als es ohne diese Naherung 


ich im allgemeinen naher zum 
u erwarten gewesen ware. Die im Punkt 2. und 3. angefihrten Naherungen 


ieben sich zum Teil auf ; wodurch die Korrektion unbedeutend wird. 


Die letztere Naherung soll hier mittels des Perturbationsverfahrens korri- 
siert werden. Der Perturbationsoperator ev kann wie folgt angesetzt werden : 


Zp Zor Le enter Zing Ol den as (34) 


ey = — -— = 7] —_— 
r if r 14+ A)% r DearS e 


erm, des Maximums der radiaJen 
der Wert beider Potentiale sowie 
Stelle miteinander 


Dies soll nun in eine Reihe an der Stell 
Dichte des Elektrons, entwickelt werden. Da 
der ihrer ersten und zweiten Differentialquotienten an dieser 
‘ibereinstimmt, erhalt man 


es (ev) "3A wh a4(ev) ae “ =e 
| or pera ro + art eat ter gy O) 
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Die Perturbationsenergie erster Ordnung lautet : 


. | 
ef = | prevpde = ss 


a3v . 5% e2 7 d4v 4 
rol sepss [rem 8p vdot oa. i [(r—rm)tpry do +. 


Die hier vorkommenden Integrale und Differentialquotienten kénnen . 
ausgerechnet werden, fiihren jedoch zu langen Formeln, von deren Veréffem 
lichung hier abgesehen wird. 

Bei Beriicksichtigung dieser Perturbation ergibt sich, dass bei aenjengal 
Atomen, bei denen die 1s- und 2p-Elektronen eng an den Kern gebunden sind, 
die im Punkt 2. und 3. erwahnten Naherungen einander fast vollstandig kompen| 
sieren, wahrend bei den lockerer gebundenen Elektronen die Stérungsenergit 
der dritten Naherung ihrem Betrage nach die der zweiten itibertrifft. 
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10. In (9) sollte fiir Zp die effektive Kernladung eines einfach ionisierten Atoms 
eingesetzt werden, wahrend die von uns eingesetzte Kernladung (6) bezieht sich auf ne-. 
utrale Atome. Beziiglich des Fehlers siehe S. 165—168. | 


TABELLE I 
Einige fiir das Hg-Atom. berechnete Werte der reduzierten effektiven Kernlad ung 


: | Zoe br igre 
nac artree = e—A,x/(1 + Agx) 

0,19 0,794 z 0,801 

0,517 0,595 0,592 

1,295 0,345 ~ 0,339 
2,32 0,1879 0,1905 
3,52 0,1134 0,1140 
4,9 0,0678 0,0680 
7,45 0,0289 0.0297 
9,6 0,0161 0,0162 
15,0 0,005 0,0026 


| =e 
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TABELLE II 


Energieterme des Réntgenspektrums der Ca-, Fe-, W- und Hg-Atome 


| 
| Ca | Fe W Hg 
| 
| experimentelle Werte ..... 148,7 261,95 2560,15 3057,95 
hier berechnet ........... 143,2 254,6 2357,0 2780,2 
nach Hartree ............ 149,2 261.6 | 2382,0 2776,5 
| | 
experimentelle Werte ..... 12,825 26,35 400,25 487,98 
11,17 hier berechnet ........-.- 13,3 27,3 381,0 452,8 
j " nach Hartree ..........++ 12,795 26,51 370,25 446,0 
ap 
| — 
experimentelle Werte ..... 0,155? 67,53 86,32 
tk v hier berechnet .........-. 0,658 66,2 84,5 
MEACRPERATETCE cones wes ooo 0,7578 67,75 85,25 
experimentelle Werte ..... 1,99 3,675 
i vit hier berechnet .........-. 1,863 4,295 
i mach Hartree ............ 1,689 4,194 


I |mi|_— |mu’| 
s 0 0 
Pp 1 1 

1 0 
0 0 
d 2 2 
2 1 
2 0 
1 1 
1 0 
0 0 
A 3 3 
3 2 
3 1 
3 0 
2 2 
2 1 
2 0 
1 1 
1 0 
0 0 


TABELLE III 


kesOengy 2 4 6 

ES eee 

1 

1 1/25 

is 

1 4 

1 4/49 1/441 

1 2 534 

1 eat 6 

1 1 16 

1 2 —24 

1 4 36 

1 25/225 9/1089 1/736164 

1 0 i291 =a 6 

T. 15 3 15 

1. 08 18 — 20 

1 0 49 36 

1 0 bas — 90 

1 0 a4? 120 

1 9 1 225 

1 12 6 —300 

1 16 36 400 
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A 
AHAJIATHYUECKHK METOL AIA MPMBJIMKEHHOrO ONPEJEJEHHA 4 


COBCTBEHHBIX ®YHKUMH U 3HEPrui 3JIEKTPOHOB ATOMOB 


P. Taumnap 
PESIOME 


Tleppan yactb cTaTbH 3aHHMaeTcA MCCexOBaHHeM NOTeHWHAOB, ONpeeeHHIX MPH }) 
NMOMOMIM MeTOJa CaMOCOr1acOBaHHOroO MOA, H o6o6meHHem HX Ha BCe 9JIEMeHTHI ne pH oH 4eCcKOl || 
cucTembl. B cTaTbe MOKasbiBaeTcA, ATO npHBeseHBHIA shekTHBHBIM sapad Afep HeliTpaJIbHBIX 
ATOMOB — Hcnosb3y 1 MpHHATHe OOsHaTeHHA —Zp/Z aBnnetcA C XOPOMIHM mp6 KeHHeM y HA- 
BepcaJbHoH (HesaBHCHMOH OT MOpAAKOrO Homepa) dyHkuvew MecTa, CIM paccTOAHHe OT ATOM” 
Horo Apa wp = 0,8853a, Z1/* usmepaetcA y PasHbIx aTOMOB pasHcit equHHnel. YHHBepca IbHaA 
yHKUHA MODKeT OLITh XOpolio aNNpOKCHMHpoBaHa TakoKe C aHaJIMTHYeCKHM BbIpa)KeHHEM | 
Npocroro BHAa. OfHO H3 BOSMODKHBIX TIpuMenenHi BLIMeyKasaHHoro pesy JbTaTAa COCTOHT B) 
TOM, YTO OTKPBIBACTCA BOSMOPKHOCTH OMpPeMeHTb XOpoOMlHe HCXOMHbIe NOTeHMaIb Ayia pacde”) 
TOB T1pH MOMOMIH MeTOAa CaMOCOracoBaHHOrO MONA. YuusepcatbHbit MpHBexeHHE sie pHBIH | 
3apAfl OcobeHHO B aHasNHTHYeCKOM topme, AenaeT BO3MO)KHLIM TakoKe OnpeweseHHe Mocpez”) 
CTBOM pacueTOB BOJHOBOM M€XaHHKH BaKHbIX TOCTOAHHHIX ATOMHOM MHSHKH AIA Bcex ouiemeH-| 
TOB NepHosHuecKo cucTemI. Bo Bropo yacTH CTaTbH OAHH merog, PaseTtH HcnosbsyeTcr AIA! 
pellleHHa OfHOSeKTPOHHOrO y paBHeHHA [peauurepa H pasBHBaeTca faJbile TaKHM o6pasoM, , 
YTO OTKPbIACh, BOSMOPKHOCTh AHANHTHYECKOTO Ol1pexeTeHHA coOcTBeHHEIX byHKUHA H ouepreil| 
9Ne€KTPOHOB BCeX 3JIEMCHTOB B COCTOAHHH 5, P, du f c nanOonee rnySoKor aHeprveli. ABTOp! 
cpaBHHJ 3TH coOcTBeHHbIe dyHkuHH c coOcTBeHHEIMA yHKuUHAMH, oMmpeeseHHbIMH pH m0- 
MOUIM MoyoMMMpHyecKoro MeToza CreTepa. OnpepeneHHble Mp MOMOMIM sTOrO MeTONa Peut-) 
TeHOBHe TepMbI .XOPOUO COBMasaloT C HsMepeHHbIMH H TepMaMH paccuHTaHHBIMH 110 MeTORY | 
camMOcoracoBaHHoro MOJIA. | 


THE PASSAGE OF A WAVE PACKET 
THROUGH A POTENTIAL BARRIER 
By 
L. JANOSSY 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 
DEPARTMENT FOR COSMIC RAYS 


| (Received: 23. V. 1952) 


It is shown that an one-dimensional wave packet colliding with an infinitely thin potential 
rrier splits as the result of the collision into two parts ; analytic expressions for the fragments 
e given. , 


| 


§ 1. Many treatments are given of the reflexion and transmission of a 
lane wave through a potential barrier. From the behaviour of the plane wave 
ae can anticipate what happens to a finite wave packet if it collides with a 
stential barrier: it is expected that such a packet breaks into two, a reflected 
acket and a transmitted packet. To our knowledge this process has never been 
vestigated in detail. Because of the importance of the problem we find it 
orth while — in spite of the very elementary procedure — to show in detail 
ow such a splitting up of a wave packet proceeds. 

For simplicity we consider an infinitely high but infinitely thin barrier. 
his type of barrier depends on one parameter only and thus it leads to a most 
traightforward treatment. 

We consider thus a potential energy 
V(x) = vol), 


ategrating the Schrédinger equation 
Wigs os 
ape tn —yyd(x) + tp (1) 


nto a small interval to both sides of x = 0 we find as the boundary condition 
y(—0) = y(+ 0) = y(0) (2) 
p'(+ 0) — p'(—9) = 2yy¥(0). 
Thus the problem reduces to that of finding to a given initial condition 
a solution of the free particle problem with a break of the derivative at the point 
«= 0 as given by (2). 
Such a solution must necessarily be written as 
(xt) = yilxst) + A(x) po(*;t)» (3) 
where 


1 x=<0 
ay = { 9 x>0 
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and both y, (x,t) and y,(x,t) are solutions of the free particle problem, i. 


1 4 
ce pi(x,t) = ipy(X,t) k= li2. ( 


According to (3) (x,t) is also a solution of (3) for x + 0. So as to make 
w(x,t) at x = 0 satisfy the conditions (2) we require the following conditions on jh 
pr (x.t) and p,(x.t) : 

po(0,t) = 0 (5) } 
wi(0.t) = 2 yy,(0:t). 4 


From (5) it follows that 
po(x,t) = y(Y (xt) — P(— x,t) 
py (x,t) ere): 
where ¥ (x,t) is an arbitrary solution of (4). Thus our solution is 
(x,t) = P(x,t) + A(x) y(P (xt) — W(—x,t)). (7) 
We have thus to determine ¥(x,t) for a given initial condition. To do this we 
assume that initially, i. e. at t = 0 Y(x,t) is concentrated into the.vicinity of an 
initial value x, < 0. Thus at t = 0 P(x,t) = 0 for x > 0, thus supposing : | 
W(x,0) = 0 for x> 0 (8), 
we can write | 
(0) = (x,0) + y ¥(x,0). (9) 
The solution of (9) is 
x | 
W(x,0) = e* [ eV’ y(x',0)da’. (10), 


co 


Extending (10) to values x > 0 we find that (8) is indeed satisfied. 


At an arbitrary time t > 0 we have 
W (x,t) = e¥* [eV y(x',t) dx’. (11) 


co 


Indeed (11) satisfies the boundary condition (10) and is also a solution of (4). 
The latter we show by differentiating (11) twice into x, we find as the result 
of a simple calculation ; 
- x 
W" (x,t) = eV | e—Y* p"(x't) da’. (12) 


co 


T 
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-; WY" (x,t) —iP (x,t) = eY* J ey 4 5 ; p" (x,t) — iv(e'st)} dx'=0. 


co 


jus W is a solution of (4) provided yp is one. 
 §2. The physical meaning of (7) is straightforward. V'(x,t) represents 
| packet crossing the barrier, i. e. it may be a packet moving from the left 
| the right across the barrier. At the beginning this packet is followed by the 
cket represented by Y(x,t) moving in the same fashion. However, when 
(x,t) crosses the barrier the (x,t) term disappears on account of the fac- 
r A(x), thus only part of the superposed packet (x,t) crosses the barrier. 
After the crossing of the barrier, ¥(—x,t) becomes important to the left 
the barrier, as it represents the mirror-image of (x,t). As (x,t) proceeds in 
e positive x-direction Y(—x,t) proceeds in the negative x-direction and it 
presents the reflected part of the particle. Thus in equation (7) : 
W"(x,t) represents the transmitted parts of the particle, 


y A(x) (P (x,t) — Y(—x,t)) represents the reflected part of the particle. 
§ 3. We remember that a well known solution of (4) is as follows : 


1 
a 4 


(x,t) = jin exp hae eA + i(% — X9) v (13) 


2(1 + it) 


din Hj 1 ? _ (x= %— vt)? ‘ 
p(x, t) | jist rr exp { par aia ea or 


*» > 1, then this packet is much broader than its own de Broglie wave-length 

nd it moves with a velocity v along the x axis, diffusing only slowly. 
Inserting (13) into (11) we get a function W(x,t) and inserting this into (7) 

re get a solution (x,t) corresponding to the motion of the particle in the pre- 


ance of the barrier. (x,t) thus obtained is an exact solution of the Schrédinger 
barrier. For t = 0 and for a considerable time 


quation including the potential 
(fterwards 
(x,t) © pix,t) for x ~ Xp 


ind 


vlxs) plat) 0 for |x—%9| > VI +#. (14) 


us y(x,t) represents to begin with a packet very similar to that given by (13). 
After the collision it breaks up into two parts proceeding into opposite directions. 


174 L. JANOSSY 


From the integral representation of (x,t) it-is, however, clear that the two 
parts of the packet diffuse much at the same rate as the packet as a whole di 


diffuse before breaking up. 
The shape of the WY packet can be obtained in good approximation as 


follows. 
From (11) and (13) we find for t = Q with x — % = ¢ 
€ 
V(x, + £0) 078 [exp (— (y+ iene 5&9) de? 


co 


(For t > 0 the expression is similar.) 
The right hand expression can be written in form of a complex error | 
integral. 
Using the rapidly converging expansion 


co wee 

fe“ dx =- (1 — Ee cate id SS tone a} 

. ; paca x? + 1 (x? + 1) (x? + 2) 
a fl a eee: ee 
at 92 eae | 

we have 
oats a 2 
we, H200 = oe 7 ee 
fs ¢ Aan Se" (E+ty-w?+1 | 


For large values of v the first term is the most important in the expansion and 
the factor before the absolute sign gives the shape of the packet in good approxi 
mation for not too large values of v, the sum represents a smoothly varying 
function, thus we see that the reflected packet is not unlike the original one ; 
in particular if v > 1, then the sum reduces very nearly to 1. Similarly the 
transmitted packet does not essentially deviate from a Gaussian shaped packet 


MPOXOMMEHWE BOJIHOBOrO MY4KA YEPES NOTEHIMAJIbH YIO TOPKY 
JI. Anown 


Peswme 


B ctaTbe fOKasbIB2eTCA, YTO MpH CTOJIKHOBeHHH OfHOMePHOrO BOHOBOTO NydKa © 
6eckoHeuHO TOHKOH NoTeHyHambHOH ropKoH ny4yoK pasilleliimetcA Ha ABe 4acTH. Jaa sTHXx 
uacteli B cTaTbe faloTcd aHasMTHYeCKHe BbIpavKeHHA. — 


LUMINESCENCE OF WILLEMITES CONTAINING 
MANGENESE AND IRON 


By 


E. NAGY and Z. BODO 
RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST. 


(Presented by Z. Gyulai — Received 28. TI. 1952.) 


The poisoning effect of iron is caused by several agencies. 

It is shown that the iron has a concurrent absorption for 2537 A excitation and in addition 
s some absorption for the emitted manganese luminescence. 

Both effects are, however, inadequate to explain entirely the poisoning effect. The iron 
also capable of prohibiting the radiative transition of the excitation energy absorbed previ- 


sly on the manganese itself. 
A formula was derived to account for the brightness of manganese and iron containing 


llemites at low temperatures. The agreement between measured and calculated values is 
ite satisfactory. 


Int, oduction, 


It was establshed long ago that impurities of the iron group (chromium, 
on, nickel, cobalt) act as poisons of luminescence in most materials. from an 
\vestigation of substances containing various amounts of activator and killer 
ne can hope to gain some insight into the mechanism of luminescence in these 
.aterials. 

The killer effect, i. e. the incorporation of foreign ions, with the resulting 
ght output decrease, can be caused in several possible ways and therefore 
he relative contribution of each must be separately taken into account. We 
iscuss here in this respect the zinc silicates activated by manganese and contain- 
ag iron. 

It is evident that the observed light decrease of fluorescent materials 
ontaining foreign atoms too may be caused by any of the following mechanisms : 


a) concurrent absorption of the exciting radiation, 
b) absorption of the emitted luminescence and 
c) lowering of the temperature, above which temperature quenching sets in. 


d) This means, that all contributions resulting from a), 6) and c) must be 
eparately measured and taken into account, and only the remaining efficiency 
oss which cannot be explained by mechanisms a )—c) will be termed by us real 


cller effect. 


1 Acta Physica II-3 
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a) In order to ascertain, whether the absorption of the excitation (253 
is increasing due to the added killer, it was found necessary to devise a meth 
for the determination of the absorption coefficient of substances, available o 
in grains of linear dimensions below 20 microns. This problem was solved 
one of us[1 ]. The main feature of our method lies in the derivation of the diffu 
reflexion, dependent on the grain size and absorption coefficient. The caleula- 
tions show that the light reflected is dependent only on the product of gre 
size and absorption coefficient. Applying therefore a thick layer composed 
grains of as homogeneous a size distribution as possible, the determination of 
the absorption coefficient is made possible by the measurement of the dif 
reflexion. 

Having applied this method to willemites containing various amounts of 
manganese and iron[2] we got: 


pjem (2537 A)=20+-600 Cyn+1200 Cr, , 


Cmn standing for the manganese, Cp, for the iron content, both expressed im 
weight percents. 

It was found that these values show no change with temperature (between 
170° and 570° K) [2]. 


absorption, which is one of the causes of the observed light decrease. The deter- 
mination of the efficiency loss caused by this concurrent absorption will be 
given later jn this paper. 

b) It was observed that the iron-containing silicates were almost colour 
less and the measurements showed that the absorption coefficient in the green | 
(at the emission maximum) was so low, that no substantial light decrease could 
be caused by the absorption of the emitted fluorescence. This effect was in the | 
magnitude of 20% for the powders with appr. 5% manganese or a similar 
amount of iron. 

It was found therefore that efficiency loss could be encountered in that | 
way too, its size, however, being quite negligible for materials containing a | 
moderate amount of manganese or iron. 

c) It must be borne in mind that the activator and killer assume random 

_ positions in the lattice, independent of each other. The experimental proof of 
the above assertions is furnished by the measurement of the absorption coeffi- 
cient, which was found to be the simple sum of the contributions from the 
base lattice, activator (manganese) and killer (iron). 

Moreover, the width of the emission band, and its temperature dependence, 
the position of band maxima are all uneffected by the presence of the killer thus 
showing that the levels of the activator are not modified in this case by the 
presence of the killer[3]}. Besides the decrease in the maximum quantum effi- 
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icy cdused by the killer, the temperature dependence of the efficiency is 
itly modified too. It is invariably found that with increasing amount of 
ar present, the constants C and E in the formula : 


ae alee (1) 
ae ge 


h decrease monotonously [3]. The first mentioned experimental data seem 
indicate that the absorption of the excitation and the last phase of the emis- 
n act are insensitive to killers. The killer effect may therefore take place 
y after the absorption and before the emission. This effect consists of at 
st two separate phases. The one phase — not observable at low tempe- 
ures — is characterized by the easier conversion of energy by a radiatonless 
ycess. (Decrease of E.) The exact physical significance of the exponential 
pression in (1) is up to now still uncertain [4 ]. 

The efficiency loss may be caused by yet another mechanism, namely by a 
current luminescent emission of the killer itself, which was detected neither 
ultra-violet, visible nor near infra-red. An eventual fluorescence in the far 
ra-red is also excluded by the measurement of the quantum efficiency [5], 
ich was found to be 0, for a material containing appr. 10~° Mn and 5 - 10° Fe. 

d) After taking into consideration processes a )—c) only the remainder 
the efficiency loss may be termed killer effect, caused by interaction of acti- 
tors and killers. This remainder is far from negligible and in fact comprises 
e greatest part of the observed efficiency loss. 

It must be emphasized therefore that the iron is capable of prohibiting 
e luminescent transition within that manganese centre too, which has already 
ysorbed the ultra-violet excitation. 

We have succeeded in deriving an expression which entirely describes 
e efficiency dependence on manganese and iron contents at low temperatures. 
his derivation of the constant A in eq. (1) takes into consideration the effects 
) and d), while the effect b) is negligible, and c) is eliminated by the use of 
yw temperatures. 


Calculation of the contribution from a) and d) 


From ihe fact, that the quantum efficiency assumes a maximum for a 
pecific activator concentration, one may infer that the activator complexes, 
vhich lie too close to one another are unable to luminesce. This supposition, 
yhich is very similar to the explanation of the concentration quenching of 
luorescent organic solutions, leads to the following derivation : 


1* 
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We divide the substance into cells, each having a volume v, and we § 
pose that only such cells are capable of luminescence which contain one, | 
only one manganese ion. As was shown, the absorption coefficient in the ult 
violet is linearly increasing with the manganese concentration. We denote 
[ly the absorption coefficient of the host crystal and all the other imp i 
except manganese; by 2 the absorption coefficient caused by a single man 
nese ion in a cubic centimetre, and by C the number of manganese ions presel 


in a cubic centimetre. Then 


be = by + MC. 

We calculate the radiation absorbed on manganese for an infinitely 
specimen of the luminescent material by investigating a layer situated at a dep 
x from the surface. Denoting by I, the incident radiation, the following amount 
of radiation is absorbed in a layer of thickness dx: 

dI = — I,we BX dx = —1(vo + HC) e BX dx. 
Part of this absorption takes place on the manganese, namely : 
dImn = — I,uC e-#* dx. 
Integrating between co and 0, we get: 


co 


ue = uC 1 

| dI yn = Imn = — [uC [ ex dx=— TI, C = = fh. 

0 uC + Ho Lo 
Lic 


This result was already anticipated in the introduction. 
We now calculate the probability of a single manganese atom occup i 


a cell. The unit volume contains — — n cells, and C manganese ions will be distri 
v 


buted at random among them. 
The probability that just one manganese ion gets into a specified cell is ¢ | 


Qilinsal\ea | 
SN ea 0) 
The probability that no manganese ion gets into the cell is similarly 


py=("“—)°- (7 


ml 


Thus the entire number of cells in the unit volume, each containing one 


manganese ion is: 


ny=np,=n ‘eke as Ce 


zlo 


1 > (8) 


te 
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ing large enough), whereas the entire number of cells, not containing man- 
3e is: 


alo 


n—1)c lc = 
Ty = Mpy =n ( P ) = n(1-—) re ne (9) 
Now the proportion of the incident radiation absorbed on the luminescent 
gamese and on all the manganese is : 


(10) 


Supposing that the energy absorbed in the cells containing only one man- 
sse ion leads invariably to luminescence, while the energy absorbed any- 
re else does not lead to luminescence, then the quantum efficiency of lumi- 
ence is given by: 


— eC, (11) 


Denoting Cv by y and = by a, we get 
ee pd ib) 
1) ¥y ae a e 2. ( ) 
ch assumes its maximum, when 


Pe Va? + 4a—a 
os 2 ; (13) 
| thus 


| Fie a 1} (Varma) me 
Va2+ 4a+ a 


¥imax — 


This formula was applied to Fonda’s measurements [6] on zinc silicates 
taining various amounts of manganese. As Bodé’s investigation has shown, 
, of manganese, which is equivalent to 4 - 1020 Mn atoms/cm® gives an 
orption coefficient of 600 cm}, the value of yu to be used here is 


Aa Vieees em"? _. The values of jz) and v were chosen to give the best 
‘ Mn/cm? 
So we have here : 


1 —5.10-?.C 
EB oe a ko ar (15) 
1,5-10—18-C 
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i.e. [4p>=60 em, v=5-10-% cm?~(8 A)8, a=0,02, for max =0,761 ati 
Mn concentration of 0,66%. 

- It must be emphasized that ymax depends strongly on fio, the contami 
tions influencing the position and magnitude of this maximum very marke 
It must be borne in mind too, that this formula cannot be used for any ex 
tions approaching saturation. The measured and calculated values are com 
in Table I. It can be seen that some discrepancy exists for high manga 
content, which may be caused very probably by the self-absorption of the 
emitted luminescence within the material itself (effect 6). 


Calculated : 
Measured 1 = 133 7 
0,01 12 12 
0,10 80 65 
0,40 96 97 
0,60 98 100 
0,90 100 99 
1,40 96 93 
2,00 90 88 
4,50 44 49 
5,00 34 44 
9,00 20 


Let us now examine the role of iron in this material. With the same nota 
tion as that used before, the proportion of the incident radiation absorbed c 
manganese to the entire absorbed radiation is: 


UMn Cohn : 
Mo + Pmn Cun + L.Fe Cre 


Here again i, is the absorption of the host crsytal and of all other contamin 
tions (except Fe or Mn). 
The number of cells each containing one manganese ion is here: 
_ Mn 
1, Mn= Cmne "Mn = Con e—CMnM,. 
We again subdivide the unit volume of the material, containing np, cells, 


(ne * Ure=1 cm’), and suppose that cells containing even one iron ion 
be non-lurainescent. Then the number of cells containing no iron is : 


No Fe = ll Fe e CFeFe, 


Of all the nyyjp cells containing one manganese ion each there will be 


Fe 
which are not killed by iron (contain no iron). The number of such cells is 
obviously : 


iC 


Cune °mn’mne © Fe” Fe: 
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Now the proportion of incident radiation absorbed on the luminescent 
yanese and on all the manganese is: 
Cune ©Mn’Mn e © Fe VED 
Cun 


The quantum efficiency of the material contaminated by iron is thus 


n by: 
= v Mn Cmn -—C, vu —C, v 18 
@ “Mn Mn®& “Fe Fe ( ) 


ee 
Bot UmMnCmn + U Fe Cre 


This formula was checked against Kréger’s measurements [7]. Kroger 
sured the brightness of a series of luminescent willemites at —180° C each 
taining 0,55% Mn and varying amounts of iron. Substituting therefore our 


Kroger 
330 -246 ¢, 
lt . oo 0 A= 16 —390+1200G. * Fe 
100 190+ 7200 Cr, 


00055 % 0055 % 055% 109 Cpe 
Fig. 1. 


eviously determined absorption coefficients into eq. (18): p=60 cm™ 
=5 -10-2 cm, umn: Cun=9,99 * 600—330 cm! and our experimental 


nm . 
alue for 1% Fe of 1200 cm}, it is to be seen that the entire range 1s accu- 


ttely covered and we get for v p= 60 - 10-% cm*~(18 A)3. The measured 


id calculated values are plotted in Fig. 1. 

It can be seen that the effect of iron is fully reproduced by an 
n of vf, all the other constants being derived from our 
d from the already known ef‘ect 
ciency. This means that our 
value has a physical signi- 


ppropriate selectio 
dependent absorption measurements an 
f manganese concentration upon quantum effi 
upposition seems to be correct and the derived vr, 


icance. 
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This formula can easily be generalized for the case of more than on 
contamination, and the absorption of the emitted luminescence can be account 
for by further e~#© functions. a 

The earlier derivations and applications of this formula are discussed by 
Ewles [8]. Recently Johnson and Williams[9] used a similar picture for 
concentration dependence of KCl + Tl luminescence. In their calculation 


red absorption coefficients and thereby reducing the number of constants 
selected. } 

The killer effect of iron in manganese activated zinc silicate is found to 
consist of two items: 1. There is a concurrent absorption and 2. the iron is 
capable of dissipating the energy already absorbed in the manganese. 
energy dissipation takes place from a distance appr.twice as great as tha 
between two neighbouring manganese ions. It must be emphasized that this 
picture is valid only for low temperatures. Our efforts to describe the tempe- 
rature dependence of quantum efficiency by adequate vr,(T) and v,, (T) a 
equally good for any willemite containing iron and manganese proved to be }| 
totally futile, and we are of the opinion that the difference in the temperature 
dependence is caused by a separate mechanism, which again favours the quench- 
ing by lowering the value of E in eq.(1) (effect c). 
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JHOMMHECWEHUMA BHJIIEMMTOB, COJEP)KAUIMX MAPrAHEI WH )KEJIESO 


E. Hab x 3. Bozo 
PeswmMe 


TloHw>xalomee BIMAHHe >Kee3a Ha CBRETHMOCTb MPH BO3byxKAeHHH 2537 A Moet 6bITb 
CpefqeHo K MHOrHM TpHuHamM. 

Bo-neppbix B OTHOMeHHH H3snyyeHia B 2537 A >xene30 nposBaaeTca KOHKyppeHTHEIM 
agécop6eHToM. Bo-BTopHx >Kese30 cnoco6HO abcopOHpoBatTb AanKe H seneHHH mIOMHHeECUMpy- 
om cBeT. 

Oyuako 9TH Ba JelicTBHA HesOcTaTOUH! Ain OObACHEHHA BCero NOHWK eHHA CBETHMOCTH. 
TipHcyrersHe >KeIe3a MO>KET NPENATCTBOBATh Tak»Ke MpeoOpasoBaHHe yAbTpadHoseToRoro 
cB.ta aOcop6HpoBaHHoro Ha MapraHile. 

ABTOPHI BLIBeTH opMysy, KoTOpad XOpomlo coBMaqaeT C 3aBHCHMOCTbIO CBeCTHMOCTH 
OT COfep»KaHHA MapraHHila H oKesesa MpH HHSKOH Temnepatype. ITpHBOAUTCA OFHH HS BO3SMO)K- 
HEIX cimoco60B BHBO,a dOpMy JH. : 


HE DIAMAGNETIC ANISOTROPY OF FOUR-RING 
CONDENSED AROMATIC HYDROCARBONS 
By 
R. PAUNCZ and F. BERENCZ 
INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED 
(Presented by P. Gombas. — Received 28. III. 1952.) 


k= 


The diamagnetic anisotropy of four-ring aromatic hydrocarbons was investigated on the 
s of F. London’s quantum mechanical method. It has been attempted to establish in the 
of an identical number of rings, how the diamagnetic anisotropy depends upon the shape 
he molecule. In general the results of the theoretical calculations are in good agreement 
| the experimental values. The deviation does not exceed 7 per cent. 


Introduction 


The diamagnetic susceptibility of the aromatic hydrocarbons exhibits 
reat degree of anisotropy, perpendicularly to the plane of the molecule its 
solute value is far higher than in the direction parallel to the plane. Ehrenfest, 
man, Krishnan and Lonsdale[1] attempted to interpret this phenomenon by 
uming that the electrons move in orbitals extending over the whole molecule. 
sed on the latter conception Pauling [2] set up a semi-classical theory, his 
uults were in good agreement with the experiment if the number of the rings 
re not too high. On the basis of the molecular orbital method F. London [3 ] 
ated the problem quite generally, showing that the phenomenon can only 
cur in the case of aromatic. hydrocarbons, and calculating the diamagnetic 
isotropy of benzene, naphthalene, phenanthrene, anthracene, pyrene and 
phenyl. Brooks [4] elaborated London’s procedure still further (taking the 
erlap integral into consideration), and comparing his data with those obtained 
- means of the Slater-Pauling method. 0. Schmidt [5] used the box model 
r his computations. Squire [6 | treated the question of coronene using London’s 
ethod. Recently McWeeny [7] investigated the diamagnetic anisotropy of 
e poly-phenyls and aromatic compounds possessing hexagonal symmetry. 
Berthier [8], M. Mayot and B. Pullman extended the investigation to various 
ydrocarbons. ; 

In this paper the diamagnetic anisotropy of four-ring condensed aromatic 
ydrocarbons (naphtacene, 3,4-benzphenantrene, 1,2-benzanthraeene, chrysene, 
iphenylene) will be calculated according to F, London’s method. It is intended 
. establish on the one hand, to what extent London’s method can be used for 
1e calculation of large aromatic hydrocarbons and on the other, the dependence 
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the shape of the molecule. According to Pauling’s semi-classical method, namely 


in four of the five compounds, this value is quite identical and the fifth alse 
shows only a very slight deviation. Considering that results obtained with 


London’s method have so far been in far better agreement with the experiment 


anisotropy of the condensed aromatic hydrocarbons of interest. In the first 
place it provides information concerning the structure of the molecule, and it 
can also be very useful at the X-ray examination of crystals. Knowing the value 
of the susceptibility of the molecule and the crystal it is possible under certat 1 


conditions [7 ] to calculate the relative orientation of the molecules in the crysta 
The latter can be determined in quite exceptional cases by means of X-ray 
analysis only, thus this new way opens up a new line of approach for the investi- 
gation of the structure of the crystal. 


The method of calculation 


The basic assumptions used are as follows: a) The interaction between | 
the a electrons and the o electrons can be neglected. 6) This total electron _ 
function is constructed as a product of the one-electron function, in each orbite : 
two electrons can be placed (Pauli’s principle). The single molecular orbitals 
are constructed as a linear combination of the atomic orbitals. 

In ihe presence of a magnetic field the Schrédinger equation has the | 
following form : 


> 
A means the vector potential. Denoting the electron function belonging | 


to the atom k by u,, the solution is assumed as follows [7] : 


= » Ck ear) uz + yp’. (2) 
k 


yp’ is a first order perturbation term. On the basis of F. London’s method, apply- 
ing the perturbation calculation, the following determinantal equation is obtained 
for the determination of the unknown energy values: 


[771 ef?! 4% — xd,1| = 0, 


= 1 if | and k are the indices of adjacent atoms. 
“1k! ) _ 0 if | and k do not belong to adjacent atoms. 
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me XKV1 — Xk 
v= —HS, a;,= ———- 4 
he a S (4) 


| . 
"k represent the coordinates of the atom k, H the magnetic field strength 


he 
S one sixth of the area of the benzene ring (s = 13392 (21). 


Ea 
B 
Kronecker’s symbol (0, if Jk, 1 if l=k). 

In the presence of a magnetic field the only possible symmetry operation 
1e rotation[7] around the axis perpendicular to the plane of the molecule. 
ing this into consideration and applying the group theory, the factorisation 
1e determinant of the 18th order can be carried out for the product of smaller 
‘rminants in the case of naphtacene, chrysene and triphenylene. 

By expanding the determinantal equations an implicit relation is obtained 
ween the energy values and the magnetic field strength 


ti : a = [ui(v — 0) drs p= Juv — v4) Ueyr dr, (5) 


F (x, 0) = 0. (6) 


It can be assumed that the value of the diamagnetic anisotropy is provided 
the diamagnetic susceptibility of the a electron orbitals. As regards the 
‘ate this value is as follows: 


ae (Sa ua0 end es s) (FF?) ono : (7) 


. diamagnetic anisotropy of the molecule is obtained by summing the y,'s 
valated for the occupied states (taking into consideration that in each 
-e two electrons could be arranged). It is suitable to refer the result to benzene 
he value of the quotient does not contain an empirical parameter. The roots 
,quation (6) are known in the absence of a magnetic field (8=0), let us denote 
se with x). We expand x,(0) in a power series in the neighbourhood of 


0 
Xp(v) = Xpo + XpiU + Xp V2 + oes . (8) 


the basis of equation (7) the value of the diamagnetic anisotropy is equal to 
- following sum : 


neon 
Ay = 2 Six = —46 (= S) Dox (9) 
P P 
e diamagnetic anisotropy of benzene is as follows [3 ] : 


Ax, = 328 (= s). | (10) 
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The value of the quotient relating to benzene becomes : 


Aaa 
lal 0,125 37 xpa- (11) 


The value of x, and x, can be calculated on the basis of the implicit relation 


F(x, 0) =0 by means of the following equations : 


Fy + Frag = 0, (12) 
Ox ax)? 07x 

Foo +225 Feo + (55) Fee + Fe gg = 9 (13) 
From these equations we get: ; 
ax F 9/0) 
“1 see F 40)’ eS) 

2 2 

ee 1 c *) aa F9(0) + 2x, Fx9(0) + x, Fy(0) (15) 
2 \ae2Jo-0 F,(0) | 
| 
When carrying out the calculations the change involved by retaining the 


overlap integral was also taken into consideration. In this case the following | 
| 


notations are applied : 


E=a—yp, (16) 
Ci kecethrge Saar nee basi uae: (17) 
In this case the value of the diamagnetic anisotropy of benzene is : | | 
A’'Xp = 29,6391 B (= s)’. (18) 
and the quotient of the diamagnetic anisotropy : | 
AX _ — 0,13496 S1ys- (19) 
A'Xp 
yq can be expressed by xp, %4 and %: | 


gin sore (20) 


¥, = ——" —— - 
a (LE me)? (L +e)? 


The overlap integral is 6=0,25. Both the equations (18) and (20) are expresset 


in units (l—aé). 


— 
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To illustrate the method we give the calculations with respect to chrysene 


nd triphenylene. 


Chrysene 


Chrysene 


Triphenylene 


The determinantal equation can be factorized, introducing the following 


‘unctions : 


The determinantal equations are as follows : 


| —— X% a3 
a3 —x at 
a4 —x a 
a1 —x aé 
a ® —x a’ 

a? —x a’ 
| 3 a —x 
| ; - (ie . é a? 
+a : 
| a=el®. 


é& 


P+i = U; el(ajr) + uj’ eilajr) ; 
pi = Vi ei(ajr) — Uj! ell(ajr) , 


+a 
a 
a 
—x a 
at —x+1 


D,+2D, cos 120 -+(D,+2D, cos 1204-2 cos 249) =0; 
| Dy= — 79+ 10x? —32%5+-37 x®—11x, D,=x*—22, 
(Dy=x*—8x5 + 19x4— 1407-2, D,=x*—4x?+2. 


By expanding the determinants the following equations are obtained : 


(21) 


(22) 


(23) 
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On the basis of equations (14) and (15): 


=O; 


D4(xo) + { Da(%o) + 4} (24). 
Di(2q) + 2D4(xo) + { Dj(%o) + 2D4(Ho) } 


%, = 144 


denotes differentiation with respect to x. 
The following Table shows the values x9, x2 and y, relating to the occupied states _ 
(the occupied states correspond to positive x’s as B is negative). | 


0] xa Ye Y2 


-—2,16210 0,54435 


2,49905 — 5,70763 


—4,91637 


1,70081 18,56886 9,14197 1,53977 


—13,76132 1,21644 


1,28566 | —24,03022 42,17418 24,79807 
[ 
0,79205 83,53046 58,18730 0,87530 | —51,7 921 | —34,86874 
0,52014 | —90,22466 | —70,65480 pAnen | = 4,45305, (L.) 
Ay, \ = 4.54702. (B.) 9 
} 
Triphenylene 


In the presence of a magnetic field the allowed symmetry operations 
belong to group C3. The group has 3 irreducible representations with the follow- 
ing characters : 


E C3 G 
Tr 1 1 4 
“, 20 4n 7 (25) 
Ts 1 es es 
4m 27 
I'3 1 e 3) ae 
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The function combinations corresponding to the irreducible representations 
are as follows: 


I, Q1i = Vi + Vise + Vi412> i=1,2,...6 
ee ;2e 

T, p2i== Vi + Vi+ee 3 + Mjgi2e * , (26) 
a Be 

VP, pis temse * +2412e 8 > MI wea, 


The determinant is factored into the product of 3 determinants of the 6th 
order. The equations of the separate determinants, and those obtained by their 
expansion, are the following : 


Ue 
ae ] 
bt=x% 1 
lex ae 
at— x a“ | eo 
a —%x a- | 
] : 5 ; oe aa 


D, — Dz cos 45 — 2 cos 120 — 2 cos 168 = 0, 
D,(x) = x8 — Tx* + 12x? — 3, 
D(a) =2x4*— 6x* + 2. 
I (27) 


Spas Wp 
1 8 xA—3x) + 26 
X= 4 - 
= 3 2° — 6x5 -F 6x, 


=—=()5 
at— x a- 
a& —x a 
et | 3 : at —x 


2. 
D, — D, eos (49 — 2\_2 cos 129—2 cos (169 — =) = 0. 


fH 2 si 3ept 5 

B mr x5 — 4x3 + 3x4" 
234 2 A(x») 

Sa Riegi hoB! ate bee <t- Sarg 


(28) 
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A(xq) = (15xd— 36x9 + 9) xf— Y3(8x4— 12x») x, — (2x9 — 65 — 2). 


ya 
Bh aah: : : : ef 
d* —x 1 : 
=. 
1 Es a : Peri 
at —x a— 

t a& —x a—* 

| ef 2 2 ; at —x 


D,— D, cos (40 tes *)— 2 cos 120— 2 cos (160 af! =) ax 


; ife ez 
b = 2 cos 20, pony eth wee ai 2 7) 


i= eee Alt 3 


The numerical values are listed in the following table : 


0,87938 —37,59759 | —25,26683 
= 

ais 29,57178 » 16,54737 

1 
fie 

—5,83654 —2,18862 
Ps 

—1,61194 
Is 


—16,1194 
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Ay parte (L.) 


AW aps 


4,1463.  (B.) 


6 & 7 3 


Naphtacene 


a 8 


Benzphenantrene 


Comparison with the Experiment 


Our calculations have resulted in the determination of the value of the 
liamagnetic anisotropy in relation to benzene. The diamagnetic anisotropy of 
yenzene is: —54-10~°, thus it follows that for each compound we obtain 
im units of 10°): 


petra] Benzphenantrene 
— 239,9 
— 245,2 


Taking into consideration Brooks’s improvement the result does not 
thange appreciably (it increases on the average by 5 per cent). 

Chrysene. The experimental value is _226. The theoretically calculated 
me is higher, the divergence being approximately 7 per cent. The results are 
similar to those of Brooks’s and London’s calculations respectively, in the case 
of smaller number of rings, when the theoretical value is also somewhat higher 
shan the experimental one. However, it must also be taken into account that 
che determination of the experimental values is carried out partly indirectly 
| 


(2 Acta Physica [1-3 


x 
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2—3 per cent in the experi- 


too, which fact may involve an error amounting to 


mental value itself. 

Naphtacene. The exact value of 
According to Baneryee’s estimation it 
of chrysene. On the other hand, on the 
sum of the three main susceptibilities is known: 


K,+K,+K3;= —481, 
K, and K, represent the values of the main susceptibilities along mutual per- 
pendicular axes in the plane of the molecule.In the case of the molecules consi- 
dered it may be assumed to be approximately equal: K,=K,. On the other 


hand this value is approximately the same in all four-ring systems. Conse- 


quently on the basis of the data for chrysene it must range between —80 and > 
90. Thus it follows that the values of the diamagnetic anisotropy : AK=K,—K, 
and the value of K, can be estimated : 


_2l1> AK > —241. 


the diamagnetic anisotropy 1s unknown. 
does not diverge significantly from that 
basis of the magnetic measurements the 


| 
t on the 


diamagnetic anisotropy into accoun 


Taking the theoretically calculated 
he following values are obtained for K, | 


basis of the subsequent equations t 


and K,: 
__ f— 256.3 (L.), Ss — Cl 
K,—K, = a aie K,+K,+K,=2K,+K,=—48h @ 
ye _f- 9 ©), __ f— 331.2 (L-)» 
K,=K, = \_72.4(B.); Ks = \- 336d foe | 


Triphenylene. Just as in the case of naphtacene only the value of the 


total susceptibility is known: 
K,+K,+K3= —473,8. i 


cribed above the estimatior 


On the basis of assumptions similar to those des 
of the anisotropy is as follows : 


—203> AK > —233,8. 


With the value calculated by us K, and K, are; 


- (x 84,6 (L.), Ki {3 304,7 (L.), 
. — 83.3 (B.); 3 \— 307,2(B.). 
oretically calculated diamagnetic anisotropy lh 
tal can be determined. 
-benzanthracene and 3,4-benzphena 
rmine the magnetic anisotro 


Knowing the value of the the 
orientation of the molecule in the crys 

The measurements relating to 1,2 
trene are as yet not known. It is desirable to dete 
of these compounds experimentally. 
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A review of our results points to the fact that the theoretically calculated 
values are in general somewhat higher than the experimental data. Usually the 
livergence is about 7 per cent. Considering the crude basic assumptions of the 
method of approximation, this can be regai ded as an adequate agreement. 
A survey of the results of the theoretical calculations shows that although all 
‘he data are in the range of —220- —265 the diamagnetic anisotropy of the 
different compounds is generally divergent. It is highest in the case of the 
linearly condensed naphtaeene, and lowest in that of triphenylene whose 
form diverges most from the linear shape. This result is analogous to the 
phenomenon ‘exhibited by the three-ring systems, in which the diamagnetic 
anisotropy of the linearly condensed anthracene is higher than that of phenan- 
trene. It should be borne in mind that with respect to the ultra-violet spectrum, 
the linearly condensed aromatic hydrocarbons are to a certain extent exceptions, 
as in their case the first absorption maximum is shifted forward the most rapidly 
with the increasing of the number of the rings. 
| Summarizing our results, it can be stated that the calculations of the 
jiamagnetic anisotropy by F. London’s and Brooks’s methods respectively 
form appropriate means for a theoretical investigation of this question, in the 
‘case of four-ring systems too. 

The authors wish to express.their gratitude to Mrs. Pauncz and V. Kocsis 
tor their help in carrying out the numerical calculations. 
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SOME INVESTIGATIONS IN THE FIELD OF THE 
THEORY OF SOLIDS 
V. ADSORPTION. SURFACE STATES 
By 


T. A. HOFFMANN 
RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombas. — Received 1. IV. 1952.) 


The surface properties of a solid, such as adsorption, surface states, behaviour of the 
ontact between two solids etc., can be treated with the quantumchemical method used in the 
revious papers of this series. These properties can be dealt with as linear (one dimensional) 
roblems in a good approximation, considering the crystal block as built up of parallel chains, 
ach showing the required properties at its end. The interaction between the various chains 
loes not affect the surface (i. e. end-) properties greatly and thus the method can act as a valuable 
mide in the surface-phenomena of three-dimensional crystals. In the present paper the effects 
f a single-atom layer are treated. 


1. Introduction 


In previous papers of this series a quantummechanical treatment of 
inear, planar and spatial lattices was given, based on the linear combination 
\f atomic orbitals approximation of the molecular orbital method [1], [2], [3], 
(4]. Two of these papers, [2] and [4], also treated cases in which two kinds of 
\toms were present in the crystal. Inthe planar and spatial cases [4] the treat- 
nent was restricted to the AB-type ordered lattice of single cubic structure, 
vat in the linear case it was possible to treat several other binary types with 
lefinite periods. 

In the present paper we deal with the effect of a surface layer of strange 
toms on the surface of a crystal-block consisting of one type atoms. We consider 
‘he block to be built up of parallel chains of similar atoms, one end of each chain, 
‘\owever, containing one or more strange atoms. The properties of this chain 
vith end-effect can be treated without any difficulty. The interaction between 
parallel chains is not negligible as long as we consider the energies, density of 
\tates ete. of the bulk. However, it is negligible if we are interested in the end- 
ffeets only, i. e. now the surface-effects. The same reasoning was used in [1] 
where some surface-effects of a crystal were considered, these being caused 
vy its own atoms. 


These treatments can be easily extended to the case where the bulk 
sonsists of different atoms, further to the case where the number of strange 
toms on the surface is large, i. e. where the strange atoms constitute another 
orystal block. This is the case of contact of two solids, contact meaning 


a 
> 
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here a quasi-chemical contact, not a rough mechanical one occurring when two 


crystals are pressed against each other under however high a pressure. This 
problem and the related problems of impurities are not considered now. 


2. Adsorption of a single layer of atoms 


Suppose a crystal built up of chains in a manner represented in Fig. 1, one 


chain being taken as independent of the others. The dimension of the pure 
crystal in the direction of the chains be n atoms. A different atom is stuck to the 
one end of the chain of similar atoms. The same approximation is used as in 


Fig. 1. Single-atom surface layer. The white circles-are the atoms of the bulk, the black ones 
the strange atoms of the surface layer. The mutual position of the chains is immaterial at present. 


the previous papers, i. e. the interaction of non-neighbouring atoms is neglected 


completely. 

The ionization energy of the bulk atoms defined in [1] (2,11) is Q, and the 
exchange integral between two neighbouring bulk atoms defined in (1] (2,15) 
is S. We also introduce the notation [1] (3,2) in the case of neglected S and[1] 
(4,2) in the case of non-vanishing S. The corresponding quantities at the outer 
most layer will be Q’ (ionization energy of the adsorbed atom), f’ (exchange 
integral between the last bulk atom and the adsorbed atom) and S’ (overlap 
between the last bulk atom and the adsorbed atom). We introduce further 
the notation 


(2.1) 
and 


B 
fg 
Limieg (2.2) 
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1 the case of neglected overlap integrals, and 


te glo SE. (2.3) 
nd 
_ pase 
Y p—SE (2.4) 


n the case of non-vanishing overlaps. 
With this notation we can readily write down the secular equation of our 
problem for the chain 


Lay 
yd 
Bikey, wel, 
ee 0; (2.5) 
St 
Ried 


where the determinant has n-+1 rows and columns. This determinant can be 
expanded according to its first row as follows 


xAn(y) — Y?An—1(y) = 9» (2.6) 


where A,(y) is defined in [1] (3.3). 4,(y) can be written explicitely in trigono- 
metric form as follows ~ 


sin(n + 1)0 
A,{y) = -———_ > PA 
nl) er (2.7) 
where @ is defined by 

y=2cos0, (0= 6 =7)- (2.8). 


(See for instance [5]). (2.7) and (2.8) are valid in this form for |y|=2 only. 
Noting however, that the right-hand side of (2.7) is the n-th Tchebycheff-poli- 


nomial of the second kind of variable > i. e. a polinomial of degree n in ee the 


equations remain valid in the case \y|>2 also, @ being complex in this case. 
In the case y>2 introducing the new variable y by 


| e= iy, (p>0), (2.9) 
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our formulae can be expressed in terms of hyperbolic functions. Thus 


h(n +1 
aes (2.10) 
shy 
with 
y =2chy. (2.11) 
In the case y<—2 we must introduce 
C@=x+iy, (p>0) (2.12) 
and our equations will then be 
h(n +1 
Ahoy (2.13) 
ba 
with 
y =—2chy. (2.14) 
The connexion between x and y is the following 
x=¥+ as (2.15) 
B 
in the case of neglected overlap, and 
— SO’ A ; 
Bid lewis d y+ AGN’ (2.16) 


~~ p—so™ © p—SOQ 


in the case of non-vanishing S, where the notation AQ=Q’—Q is used. Similarly 
we obtain the expression of + in terms of y in the case of non-vanishing overlaps as 


p’—S'Q  pS'—B’'S 
we ear lh peel, ede 2.17 
Yy 2— SO 2 SO ¥ ( | 


while for vanishing S y is given by (2.2). 
Now three cases must be distinguished according to whether y>2,, 
2>y>—2 and —2>y¥ respectively. 
In the first case, y>2, we use the notation (2.9), (2.10) and (2.11). Thus) | 
we rewrite (2.6) in the following form: 


AQ shiney The shny _ 
aa shy ae shy ay (2-0 


| 


(2chy + 
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n the case S=S’—0, and 


B— SQ’ AQ sh(n + l)p 
2 F—so het 3— 50) ANE eet 
f Bp’ — S’Q BS’ — p’S 2shnyp _ 
ae oe laeSet (2.19) 


or S#+0, S'+0. 
We are here interested in the case where nis very large. Therefore we take the 


imit n—> co. Thus after dividing both (2.18) and (2.19) by Sh mY and ae 
sh p 


ng into account that 


shin +))¥_, oy, (2.20) 
sh np 
ye obtain 
(2chy ae 28) ov — y= 0, (2.21). 
B 
and 
Me, AOR Pa SO ond, PSPS) = 
@ 53g t+ 550)” eso aso?) my 
respectively, 


Thus in the case S=S’=0 we have a quadratic equation for e”, in the 
sase S+0, S'+0 an equation of the fourth grade for e®. If e” is determined from 


these equations, ey + in gives y and thus the energy E is found. We must, 
e 


however, be careful in determining the roots of the quadratic resp. quartic 
equation, as only those roots which are greater than unity can be used. 
[his sometimes produces restrictions in-the quantities AQ, f, p’, S and S', 
which are worth discussing. 

In the third case, y< —2, we obtain with the notations (2.12), (2.13) 
and (2.14) similar results. The results will be similar to equations (2.21) and 
(2.22) resp., only e? must be changed to e—” and consequently ch y to —chy in 
these equations. 


In the second case, | y|<2, the situation is somewhat altered. Here th 
‘notations (2.7) and (2.8), with real 6 give a band which is essentially the same 
as that with no adsorbed layer. This is shown by the fact that here trigonometric 
functions appear instead of hyperbolic ones and thus the equation (2.6) has an 
‘nfinite number of roots as n — ©. 

In any case equation (2.6) has n+1 real roots (for y), of which n+l, n or 
‘1-1 are in the band and 0, 1 or 2 are outside the band. 


. 


200 ’ T. A. HOFFMANN 


In the case of neglected overlaps a more detailed discussion shows that 
there is one root for y>2 if 


ae EH (2.23) 
and no root if s 

ak > — 2. (2.24) 
Similarly there is one root for a —2 if 

eae SZ y (2.25) 


and no root if 
EN ee eine (2.26) 
B 


Thus we can easily construct a map showing the conditions under which the 
adsorbed layer has an energy lying outside the band of the bulk etc. (Fig. 2). 


Fig. 2. Map showing the conditions of an energy trap outside the band in the case of vanishing 

overlaps. Non-shaded area : -mo-energy term outside the band. Half-shaded area: one energy 

term above (denoted by +), resp. below (denoted by —) the band. Full-shaded area : 
one energy term above and one below the band. 


This map has an interesting feature connected with the surface states of a pure 
crystal ((6], [7]), which will be discussed in detail in the next section. 
If the overlap integrals are taken into account also the general discussion 
will be very complicated. However, if some of the quantities are given (e. g.Q,B 
and S or some convenient functions of these), the discussion becomes easier. 
For special cases this will be done in the next chapter. 
Here for a general discussion we introduce the following notations 
Bea) siSe ee tS Qand JOP A toons (2.27) 
B s B B 
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hus for example equation (2.23) can be written in the following form 


a = 2 

2(0-; =) chy t+ 5 £\e-Gaa+ 2s2—* chy) =0. (2.28) 
and w generally being given, the roots of this equation are functions of u, 
and ¢. 

The most interesting question is whether the energy terms derived from 
his equation (and from the similar one for y << —2) are outside or inside the 
yand of the bulk. The answer can now be given in terms of u, v and {, i. e. the 
‘ollowing problem can be investigated. There is a bulk with Q, 6 and S given. 
What properties (i. e. f’, S’) should a substance have to constitute an adsorbed 
layer on the bulk with prescribed energy traps above or below its band? This 
is the problem of the artificial barrier layers in the case of metal rectifiers. 

The results of the analysis of this question (which is essentially the discus- 
sion of equation (2.28) and the similar equations for the case y< —2 and | y| <2) 
can be expressed in the following form. We introduce the variables 


- [u(1 — 2S) — v(w — 25)? 


ar es pies G2) 
and 
fu. +28) — o(w + 25) a50) 


(1 — w) (1 + 25) 


We divide the (£, 7, 4) space” by two planes into four parts, one of them 
containing the points where the energy terms are inside the band, two containing 
those where one energy term (the trap) is above resp. below the band and one, 
where there are two traps above and/or below the band. (See Fig. 3.) 

The equations of the planes are 


2(1 — w) 
asl tiated: 2.31 
C= t <r (2.31) 
and 
as 2(1— w) | 2.32 
Geren 1425 (2.32) 


By these planes, however, only the number of the traps is indicated exactly. 
But we can also draw conclusions as to the position of the traps.In the neighbour- 
hood of the planes this is easily decided, but at larger distances we must investi- 
gate other conditions too. If we go farther from a plane, we find that at a certain 
stage the trap runs to infinity on the same side of the band as where it started 


* Naturally only one quadrant of the (&,7,¢) space is used here, since & and 7 by 
their definitions (2.29) and (2.30) are always positive or always negative. 
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M 
from, and appears in infinity on the opposite side of the band. Then it comes | 
nearer to the band on this side. It is also possible that in the range, where there 
is one trap above and one below the band, one of them becomes infinite and 
then the two traps appear on the same side of the band. Naturally, in actual | 
cases these singularities do not occur ; these are inherent only in the approx- | 
imations used here. However,a general trend of the traps not too near to these | 


points is adequately described by this picture. 


Fig. 3. Parts of the (€, 7, ¢) space, where energy traps occur. The tetrahedron ABCD has no | 
traps at all. In that part of the space (in the quadrant), which is above the plane ACD and has) 
no common part with the tetrahedron, one energy trap is situated (below the band if we are 
not too far from the plane). In that part, which is below the plane ABC and has no common 
part with the tetrahedron, one energy trap is also situated (above the band, if we are not too 
far from the plane). Finally in the remaining parts of the quadrant there are two traps (equally 
above and below the band, if we are not too far from the ¢ -axis). The figure is constructed for 
Q=—6, p=—1, S=0,1. 


We discuss these changes in the positions of the traps by investigating 
the (C, u, v) space. The equations of the surfaces on which these changes occur 
are the following 


1—w Ss r 
= = —u)?, 2.33 
(= 8-0) (2.33) 
Os eaten be 2 = ahepleaneiie (2.34) 
Ss —w 
(See Fig. 4.). 
The surface 
“uw 
= —— — 2.35) | 
Sake ie (2.35) 


must be examined separately. | 
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The larger the distance of the point representing the adsorbed atom from 
ie planes (2.31) and (2.32) resp. the larger the activation energy of the trap. 
in the other hand, if an activation energy is prescribed for the trap some con- 
usions concerning the material expected to give the wanted value can be 
awn. 

Thus for instance, if Q= —6, B= —1 and S=0,1 are given for the bulk 
ith AE=0,2 prescribed above the band, our equations give for B’= —0,9 
ad S’=0,08 the value Q’ = —5,097 for the ionization energy of the adsorb- 
1 atom. Here we have chosen probable values for fp’ and S’. In fact, our 


Fig. 4. Surfaces in the (¢, u, v) space on which the position of the traps changes. The figure is 
drawn for Q = —6, B =—1, S= 0,1. 


equations give only a connection between p’, S' and Q’ e. g. in the example 


given 
Q’ =—1,116 p’2— 10,713 p’S’ — 25,713 S’*— 4,8. 


There are, however, further relations between p’, S’ and Q’. For instance 
they are all functions of the distance from the first atom of the bulk, thus giving 
further relations, so that all the quantities can be determined. 


3. Surface states 


An important special case of the problem in section 2 is the one in which 
the adsorbed atom is of the same kind as the bulk atoms, but where its special 
position at the surface changes its behaviour in some respects. There are indi- 
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cations that the atoms do behave differently from those in the bulk. This sup- 
position has led to the idea of surface states or Tamm-levels (see [6], [7])- 
These are levels above or below the energy band of the crystal block, due to the 
finiteness of the crystal, i. e. the existence of the. surface. 

The results of section 2 can be used to investigate these surface states: 
We assume that the distance of the end-atom from its neighbour is different 
from the mutual distance of the atoms in the bulk. This produces a change in 
B (now f’) and S(now S’). However, if the difference between the distances at 
the end and in the inner part is not too large, we can take Q as fixed. As calcu- _ 
lations show for some lighter atoms, this is the case in a relatively wide range | 
of the lattice distance. 

Equations (2.23), (2.25) and (2.2) show (AQ=0), that if the overlap inte- 
grals are neglected, the rough result is obtained that surface states appear if | 


p< V2p<0. (3.1) | 


This result is generally obtained if the distance between the outermost layer 
and its neighbour is smaller than the distance between the layers in the bulk. 
This change in the distance is too large. In Li, for instance, this would only occur 
at a change of 16% in the lattice constant, which is improbable. Although the 
overlapping has not been taken into account, we may say that Li does not form 
surface levels outside its band. 

In any case (2.23) and (2.25) show that in this approximation the surface) 
levels always appear in pairs, one above the band and the other below it. This) 
was stated by Fowler [8] and Shockley[7]. We shall see that this is not the 
case if the overlap is also taken into account. 

If S+0 and S’+0 the (=0 section of Fig. 3 and Fig. 4 must be examined, 
as can be seen in Fig. 5 where the v>0 half of the ¢=0 plane in the (C, u, v) 
space is represented. We see that in this case the situation is somewhat altered. 
First of all, the point (1,1) in the figure which represents the case of no surface 
effect at all, is much nearer to one of the lines where the surface states occur. 
than in the case of neglected overlaps. Moreover, we see that it is nearer te 
one of these lines than to the others. This means that it is probable that the| 
surface states do not appear in pairs, but that a surface state occurs (with the! 
data of Fig. 4) first above the band and only later and occasionally below 
the band. { 

It is interesting to observe how the occurring quantities are correlated | 
As an example the case of Li is taken. In Fig. 6 we give the (u, v) plane “i 
¢=0 for Li using the following values w=—0,662, S=0,365 and the lattic« 
distance 7ay;, where ay is the first hydrogen radius. These values have beer 
calculated on the basis of the eigenfunctions given by Duncanson and Coulson [9] 
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| 

Fig. 5 shows that if we assume the last Li atom on the surface to be at a 
orter distance from the neighbouring atom than the bulk lattice distance 
1p), there is no Tamm-level at all, until a distance of about 5,9 ay. From this 
int a Tamm-level appears above the energy band. Only at much shorter 


Vv 
16. 
15 
1 
3 
12 
" 


64 


ea in the middle of the figure is 


at without surface levels. The shaded areas are those with one surface level (above the band, 
e those with two surface 
— one below the band. The figure is constructed for Q = —6, 


| = —1, S = 0,1. The point (1,1) represents a surface atom which does not differ from the bulk 


Fig. 6. (u,v) map for Li. The non- 
shaded areas are those with one surface 


coming from infinity. The numbers at the several points of the curve denote 
Li atom from the outermost layer of the bulk in a, units. 
amm-level appear below the band. However, 


distances (less than 3,4a};) does a T. 
does not vary so widely and probably not 


ithe distance of the outermost layer 
‘even the first Tamm-level will occur in this case. 
There is, however, an effect neglected in the preceeding treatment, 


which favours the occurrence of the Tamm-level. Namely it is supposed here 
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that the integral Q does not depend on the distance of two neighbouring atoll 
and thus the ionization energy of the free atom was substituted for it. However, 
if the outermost atom approaches the crystal, this integral grows (i. e. its abso- 
lute values diminishes). As a result ¢ will be a small negative number instead 
ofexactly zero. This causes the first Tamm-level to appear at distances not 
very different from the equilibrium distance. The same effect would also cause 
the second Tamm-level (below the band) to appear at a distance quite different 
from the equilibrium distance. This would not happen if this effect was ignored. | 

In the case of Li our results have no influence on the electrical and other | 


properties of the metal, since the first energy band of Li is only filled by half. \ 


We have used this example only because the eigenfunctions of Li are convenient | 
to compute with. However, with more or less numerical work, the same method | 
can be applied to other atoms where these effects are not immaterial. Thus, | 


for instance, the properties of semi-conductors can be treated in the same way. 


| 
Our qualitative conclusions in this paper are readily applicable also to these 
cases. Closer relations might be given when treating the Se semi-conductor, | 
since Se shows a chain-like structure in its semi-conductor phase so that our | 


conclusions are particularly applicable to this case. | 


| 
4. Stability considerations 


A few words must be said about the energy variation of the whole system — 

treated above. The discussion of these energy relations is important when we. 
consider the stability of the adhesion, i. e. if the question arises whether in the 
case of a chemical layer the adhesion of a strange atom results in an energy 
gain or not. The alternative problem in the case of a physical layer is whether — 
the change in the distance of the outermost atom from the neighbouring one 
produces energy gain or loss. Let us examine this latter case. The problem can : 
be treated quite generally, if overlaps are neglected, as follows. 

It is a well known theorem of the perturbation-calculus that the arith- 
metic mean of all the energy terms does not vary with the strength of the 
perturbation, if the overlap is neglected (at extremity : the arithmetic mean is 
the same in the unperturbed case as in the perturbed one). This is the conse- 
quence of the spur theorem applied to the perturbation matrix. 

With regard to our problem, this means that if an energy level rises to 
higher values above the band, the energy terms (or at least the lower energy 
terms) are depressed to lower values in this approximation. Treating a one- 
valency atom, such as Li, this means that the occurrence of a Tamm-level above 
the band results in a somewhat lower average energy, since the filled terms have 
‘become lower. The higher the Tamm-level rises above the band, the lower will 
be the average energy. In this case we may state that the surface state is stabilized. 
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On the other hand, if a Tamm-level has occurred below the band, the upper 
jms of the band will be lifted, but since the electrons fill only the lower half 
the band, their average energy will be lowered here too (taking into account 
» low value of the surface level also). Thus in the case of one-valency atoms 
‘in general, of atoms of odd valency), the appearence of any surface level 
jatever results in energy gain, so that the surface statés are stable. 

| In a two-valency (or in general even-valency) lattice, however, the situa- 
im is somewhat altered. The average energy is here, in the approximation 
iere we neglect the interaction of the different orbits, the arithmetic mean of 
e levels, and — according to the above theorem — it does not alter. Thus in. 
is case stabilization can result only through effects not treated in this approxi- 
ition. 

The situation is quite similar in the case of a strange atom. If one or both 
: the bulk and adhesive substances are of one (or of an odd) valency, the situa- 
om of the stabilization can be seen at once. If, however, both kinds of atoms 
e of valency two (or more generally even), the stabilization might be the 
msequence of orbit-interaction only. 

In the odd- valency case, if the free adhesive atom has an ionization energy 
yove or below the band of the bulk, stabilization does not occur, because in the 
rst case the level of the adhesive atom gets nearer to the band and so, by the 
ithmetic mean theorem, the lower — filled — terms of the band are elevated. 
1 the second case the level of the adhesive atom gets nearer to the band again, 
e. it is elevated and only the higher — unfilled — levels of the band are depressed. 

If, on the other hand, the ionization energy of the free adhesive atom falls 
ito the band of the bulk, stabilization occurs similar to that in the case of a 
hysical layer. 

In the case of non-vanishing overlap the stabilization must be investigated 
parately. In the example of Li the present qualitative considerations would 
redict a stable distance in the outermost layer of about 4,8—5,2 ay. (See Fig. 6.) 

The present discussion can be extended to the case of more than one 
dhesive atom layer and from this point a limiting process leads us to the case 
f the contact of two different solids. These problems will be treated in a fol- 


ywing paper. 


{ 


REFERENCES 


1. T. A. Hoffmann and A. Kénya, Acta Phys. Hung., 1, 5, 1951; Journ. of Chem. Phys. 
6, 1172, 1948. ; : 

2. T. A. Hoffmann, Acta Phys. Hung., 1, 175, 1951. . 

3. T. A. Hoffmann, Acta Phys. Hung., 2, 97,1952; Journ. of Chem. Phys. 18, 989, 195 

4. T. A. Hoffmann, Acta Phys. Hung., 2, 107, 1952. 

5. D. E. Rutherford; Proc.. Roy. Soc. Edinburgh, 62A, 229, 1947. 

6. I. Tamm, ZS. f. Phys. 76, 849, 1932; Phys. Zs. d. Sowjetunion, 1, 733, 1932. 

1. W. Shockley, Phys. Rev., 56, 317, 1939. 

8. R. H. Fouler, Proc. Roy. Soc., 141, 56, 1933. 

9. W. E. Duncanson and C. A. Coulson, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 62A, 37, 1944. 


Acta Physica II-3 


q 
208 T. A. HOFFMANN 


' 


MCCJIEJOBAHHA MO TEOPHH TBEPJbIX TEJI. V. ANCOPBLIMA. MOBEPXHOE 
HbIE COCTOAHHHA 


T. A. Topdman 


j 


| 
| 
i 


Pe3wme 


TlopepcHocTHble sBIeHHA TREPABIX Te, KaK Hanp. acopOuHs, NOBePXHOCTHBIe coc 
HHA, KOHTAKT MexKAY TBEPABIMH TeaMH HW Ap., MOryT paccMaTPHBATbCA MeTOJOM KBaHTO! 
M€XaHHKH, HCHOJIb30BaHHbIM B NepBolt CtaTbe 3TOH cepHH crate. Usno>KeHHBIe B 9TOH Cc 
cBOHCTBa MOryT PpacCMaTPHBaTbcsA C XOPOMHM MpHOH>KeHHeM B KayecTRe mHHelHOM (one! 
MepHOH) MpoOJeME, NOCKONBKy KPHCTa MO>KHO CUuHTaTb MOCTPOeHHHIM H3 nlapasiie. 
lene, U3 KOTOPHIX Kaka OOnafaerT Ha Kpaio COOTBETCTBYIOWWHMH CBOMcTRAMH, B3sanmopelicraH 
M@KAY PasHYHbIMH WenAMH BM ACT TOMbKO B HeOOMbUOH CTeMeHH Ha MOBEpXHOCTH e CBO 
(HH oe KOHeBbIe cBolicTRa),H TAKAM OOpasoM gTOT MeTOA MODKET aT NONesHylo OPHeHTHPOBK 
MpH HCCeqOBaHHH BONpOCOB MOBEPXHOCTHHIX ABJeHHH TpexMepHEIX KpHcTam0B, B I 
CTaTbe paccMaTpHBalwTca otpPeKTH, BISHHKaloujHe mom AelicrBHeM COM, TOJIMHHOIO 
JHMb B O2HH aToM. ‘ 


I 


| 


BEITRAGE UBER DIE ELEKTRISCHE LEITUNG 
VON VERFARBTEN UND UNVERFARBTEN 
ALK ALIHALOGENIDKRISTALLEN Hi 


Von 
P. TOMKA 


Institut fiir Experimentalphysik der Technischen Universitat Budapest 


| (Vorgelegt von Z. Gyulai — Eingegangen : 16. IV. 1952.) 


| 
| 
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1. Es wurde festgestellt, dass bei kleineren Feldstarken (50—6000 Volt/cm) auch bei 


: verfarbten Alkalihalogenidkristallen die Abweichung vom Ohmschen Gesetz und die riiumliche 
ktrische Wirkung (Abhangigkeit von der Kristalldicke) auftreten, wenn im Kristallgitter 


\runreinigungen vorhanden sind. 
| 9. Einzelne natiirliche NaCl-Kristalle nehmen von diesem Gesichtspunkt eine besondere 


dice ein, wahrend synthetische KBr- und insbesondere die KCl-Kristalle die gréssten Abweichun- 
tb aufweisen. 


3. In den Abweichungen aufweisenden Kristallen verdandern sich die Leitungskonstanten 
jich innerhalb eines Kristallexemplars in sehr grossem Ausmass, genau so wie bei den elektro- 
‘schen Halbleitern. Zwischen den Leitungskonstanten bestehen dieselben Zusammenhinge 

ie bei den wohlbekannten elektronischen Halbleitern. Auf Grund der Analogie kann angenom- 
jen werden, dass in der Dunkelleitung auch Elektronen eine Rolle spielen. 

| 4. Es wurden Beweise fiir die Annahme des Verfassers gesammelt, dass der Vorgang 
x Abweichung vom Ohmschen Gesetz in der Dunkelleitung genau so beschaffen ist wie der 


|shtelektrische Sekundarstrom. 


| In einer fritheren Arbeit [1] wurde tber Untersuchungen berichtet, die 
 bezug auf die elektrische Leitung von additiv verfarbten und entfarbten 
<Cl- und KBr-Kristallen vorgenommen wurden. Die damals gemachten Fest- 
tellungen kénnen wie folgt zusammengefasst werden : a) bei der Entfarbungs- 
emperatur (400—500° C) bleibt das Ohmsche Gesetz in Giiltigkeit, doch sind 
‘ei niedereren Temperaturen Abweichungen zu beobachten, die darin bestehen, 
lass die spezifische Leitfahigkeit mit der Zunahme der Feldstarke gleichfalls 
vachst. Bei Sinken der Temperatur nehmen die Abweichungen zu. b) Die 
\bweichungen vom Ohmschen Gesetz scheinen mit den Ionenablésungsarbeiten 
‘m Zusammenhang zu stehen. (In der van t’Hoffschen Formel K=dAe “rT 
sedeuten K die spezifische Leitfahigkeit, T' die absolute Temperatur, wihrend 
‘A und B Konstanten sind.) Die Abweichungen sind desto grésser, je grésser 
die Ionenabtrennungsarbeiten sind. c) Die Leitungskonstanten, d. h. die Ionen- 
abtrennungsarbeit Bund die Konstante A verandern sich nach einer ent- 
sprechenden Temperaturbehandlung oder langerem Ruhenlassen, was auf einen 
labilen Zustand hinweist. d) Das Ausmass der spezifischen elektrischen Leit- 
fahigkeit und der Abweichungen vom Ohmschen Gesetz hangt von der gegen- 
seitigen Entfernung der Kristallelektroden ab, und zwar weist bei derselben 


* Vorgelegt der Ungarischen Akademie der Wissenschaften am 7. April 1952. 
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Feldstarke ein dickerer Kristall eine gréssere spezifische Leitfahigkeit und eine 
gréssere Abweichung vom Ohmschen Gesetz auf. e) Der Unterschied der Leit- 
fahigkeit und das Ausmass der Abweichung vom Ohmschen Gesetz sind zwischen 
einem dickeren und diimneren Kristall um so grésser, je starker der Kristall 
verfarbt war. f) Auf Grund der im Punkte d) beschriebenen Erscheinung wurde 
die Folgerung gezogen, dass in diesen Kristallen infolge eines gewissen ioni- 


sationsartigen Vorganges neben der normalen Ionenleitung auch neue Leitungs- 


korpuskeln auftreten. 

Bei diesen Untersuchungen wurde vorausgesetzt, dass die obenerwahnten 
Erscheinungen in den unverfarbten Kristallen nicht auftreten, und dass in den 
verfirbten Kristallen auch U-Zentren, d. h. KH-Molekile vorhanden sind, die 
auf Grund ihrer im Ultraviolett befindlichen Absorptionsbande nach der Ent- 
farbung nachgewiesen werden kénnen. Die Annahme, dass die U-Zentren beim 
Zustandekommen dieser Erscheinungen eine Rolle spielen, lag also auf der 
Hand. Die Zahl dieser U-Zentren war nicht bekannt. Immerhin wurde auf 
die Notwendigkeit hingewiesen, die in den Kristallen durchgefiihrten elektrischen 
Untersuchungen auch durch optische Messungen zu erganzen. Neuerdings wurde 
auch in der Literatur iiber parallel vorgenommene optische und elektrische 
Leitungsuntersuchungen an Alkalihalogeniden berichtet [2]. 

Es ist bekannt [3], dass die elektrische Leitfahigkeit von verfarbten und 
dann entfarbten KCl- und KBr-Kristallen wesentlich geringer ist als die eines 
unverfarbten Kristalls, der derselben Temperaturbehandlung unterzogen wurde 
und von demselben Kristallstiick stammt. Des weiteren, dass ihre Konstante 
B grésser ist und dass ihre Konstante A bedeutende Veranderungen erleidet. 
Bei diesen Messungen kam aber auch ein als sehr rein bezeichneter, aus Schmelze 
gewachsener K Br-Kristall vor, der diese Veranderung der Leitfahigkeit — trotz- 
dem er stark verfarbt war — nicht zeigte. Es erschien also die Annahme zulassig, 
dass bei diesen zwei Erscheinungen auch fremde Verunreinigungen eine Rolle 
spielen, 

Andererseits ist aus der Literatur ersichtlich [4], dass bei einer. Feld- 
stirke von 10—100 K V/cm zwischen unverfarbten natiirlichen und synthetischen 
NaCl- und KCl-Einkristallen eine ziemlich betrachtliche Spannungsabweichung 
beobachtet wurde. Aus diesen Messungen geht auch hervor, dass die Abweichung 
vom Ohmschen Gesetz bei héheren Temperaturen geringer ist. Bei weiterem 
Temperieren erhéht sich die Leitfaihigkeit, wahrend die Abweichung vom 
Ohmschen Gesetz geringer wird. Diese Erscheinung stimmt genau mit dem 
einen in der erwahnten Arbeit [5] beschriebenen Ergebnis iberein, dass nim- 
lich mit der Erhéhung der spezifischen Leitfahigkeit von additiv verfarbten 
und entfarbten K Br-Kristallen eine Verringerung der Abweichung vom Ohmschen 
Gesetz Hand in Hand geht. Den Grund fir den bei den erwahnten grossen Feld- 
starken beobachteten Spannungsunterschied schreiben die Forscher im allge- 
meinen den in den Kristallen befindlichen Verunreinigungen zu. Durch eine 
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tsprechende ‘Temperaturbehandlung verteilen sich die Verunreinigungen 
eichmAssig im Kristall und infolgedessen nimmt die Abweichung vom Ohmschen 


esetz ab. 
Bei den zuletzt veréffentlichten Versuchen wurde die Abweichung vom 


hmschen Gesetz bis zu einer Feldstarke von 6000 Volt/cm untersucht. Bei 


Nac! synthetisch 
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‘bb. 1. Die Temperaturkurven der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit von natiirlichen 
md aus Schmelze gewachsenen NaCl-Kristalle bei verschiedenen Elektrodenentfernungen. 
Die Kurven 2, 3 4 und 5 beziehen sich auf Priparate Merck pro Analysi. 


iner so grassen Feldstarke war eine Spannungsabweichung auch bei den unver- 
‘arbten Kristallen zu erwarten. 

Auf Grund dieser Uberlegungen warde nunmehr die elektrische Leitung 
von unverfarbten NaCl-,KBr- und KCl-Kristallen einer Priifung unmterzogen. 
Aus Na€l und K€l standen sowohl natiirliche als auch aus Schmelzen gewachsene 
kiinstliche Kristalle zur Verfiigung. Die Messeinrichtung und die Meesmethode 
sind bereits aus den friiheren Abhandlungen bekannt. Die Kristalle befanden 
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sich zwischen Platin- oder Nickelelektroden in einem elektrischen Ofen, wobei 
die Kristallflachen mit Graphit bestrichen wurden. Die Temperatur des Ofens 
wurde mit einem Thermoelement aus Konstantan-Chromnickel bzw. aus Platin- 
Platingold gemessen. Zwecks Verringerung des Einflusses der Kristallindividuali- 
tat wurde bei jedem Kristallexemplar vermerkt, von welchem Stiicke es stammte. 
Ausserdem wurde auch bei den vorliegenden Untersuchungen als wichtiger 


lag K 


sts KBr synthetisch 
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Abb. 2. Die Temperaturkurven der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit von synthetischen 
(aus Schmelze gewachsenen) KBr-Kristalle bei verschiedenen Elektrodenentfernungen. 


Parameter die Entfernung der Elektroden voneinander (die Kristalldicke) 
in Betracht gezogen. Es wurden die Leitfahigkeitstemperaturkurven von 
Kristallen von verschiedener Elektrodenentfernung bei sinkender Temperatur 
gemessen, und die Leitfahigkeit auf Grund des Zusammenhanges log K = f(1/T) 
dargestellt. Bei jeder Temperatur wurde der elektrische Strom bei mehreren 
Spannungen gemessen und die spezifische Leitfahigkeit mit derjenigen Spannung 
berechnet, fiir welche des Ohmsche Gesetz noch Giiltigkeit besass. 

Die Messergebnisse sind aus den Abbildungen 1, 2 und 3 ersichtlich. 
Abb. 1 enthalt die an natiirlichem und aus Schmelze gewachsenem Steinsalz 
vorgenommenen Messungen, Abb. 2 die an KBr-Kristallen, die aus Schmelze 
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wachsen waren, durchgefiihrten Messungen und Abb. 3 die Resultate 
sr Messungen an kiinstlichen KCl-Kristallen. In Abb. 3 sind ausserdem auch 
sch die Temperaturkurven von zwei natiirlichen KCl-Kristallen (Sylvin) 
ifgetragen. 


logk 


KCI synthetisch 


KCL naturlich 
(sy/vin) 


x 1-2 2M 
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Abb. 3: Die Temperaturkurven der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit von synthetischen 

KCl-Ksistalle (Priparate Merck pro Analysi) bei verschiedenen Elektrodenentfernungen. 

Die Kurven 5 (Kristallnummer 138) und 6 (Kristallnummer 167) sind natiirliche KCl-Kris- 
talle, (Sylvin). 


Vor allem fallt es auf, dass sich im Falle von natirlichem NaCl bei ver- 
schiedenen Elektrodenentfernungen innerhalb der Messfehlergrenzen dieselben 
Temperaturkurven ergeben. Bei den wbrigen Alkalihalogenidkristallen erhalt 
man hingegen bei verschiedenen Elektrodenentfernungen immer andere Tem- 
peraturkurven, es tritt also eine raumliche Wirkung, auf. Am gréssten ist der 
Leitfahigkeitsunterschied zwischen der gréssten und der kleinsten Elektroden- 
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entfernung bei aus Schmelze gewachsenen KCl-Kristallen. Beim natiirlichen Ki 
wurde die Leitung bei verschiedenen Elektrodenentfernungen nicht gemessen, 


Stiick und sind gleich dick (2,2 mm). 


TABELLE 1. 
Die Abweichung vom Ohmschen Gesetz bei verschiedenen Alkalihalogenid-Kristallen. 


Poet a Verhiltniszah} der Abweichung vom Ohmschen Gesetz Ky55/Ko, ‘ j 
iStallar 


aS 441° C 394° C 352° C 316° C 282° C 253°. Gam 
- 
1,03 1,02 


145 | NaCl natiirl. 0,96 0,96 0,99 1,03 ‘ 
141 | NaCl synth. 1,14 1,14 1,24 1,36 1,43 1,48 


151 | KBr synth. 


138 | KCl natirl. 


T67 | KCl natiil. 


115 | KCl synth. 


Die Temperaturkurven zeigen Briiche und dann wieder gerade Streckaay 
Dies weist darauf hin, dass im Kristall vielerlei Zustande bestehen. Ein zweites 
wichtiges. Resultat ergibt sich aus der Beobachtung, dass in diesen Kritalen 
bei einer Feldstarke von 6000 Volt/cm die Abweichung vom Ohmschen Gesetz 
ebenso auftritt wie bei den entfarbten, also zuvor verfarbten Kristallen. Auch 
hier zeigte sich, dass das Ausmass der Abweichung bei sinkender Temperatur 
grésser war. Doch auch hier verhalten sich die einzelnen Alkalihalogenide 
verschieden : im natiirlichen NaCl ist im Rahmen der hier angewandten Feld- 
starke (bis zu 6000 Volt/cm) das Ohmsche Gesetz streng giiltig, wahrend in den | 
ubrigen Kristallen in der Reihenfolge Sylvin-synthetisches NaCl-synthetisches 
KBr die Abweichung vom Ohmschen Gesetz immer grésser wird. Dies wird 
in Tabelle I veranschaulicht, in der die Abweichungen vom Ohmschen Gesetz 
in verschiedenen Alkalihalogenidkristallen von gleicher Dicke (2—2,3 mm) 
angegeben sind. Diese Kristalle sind die 2—2,2 und 2,3 mm dicken Kristalle der 
Abbildungen 1, 2 und 3. Als Massstab fiir die Abweichung vom Ohmschen Gesetz 
wurde auch diesmal der Quotient der bei 635 und 98 Volt gemessenen spezi- 
fischen Leitfahigkeiten gewahlt. Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass wenn keine 
raumliche Wirkung vorhanden ist, d. h. wenn die spezifische Leitfahigkeit 
nicht von der Dicke des Kristalls abhangt, auch keine Abweichung vom Ohm- 
schen Gesetz auftritt. Also auch in dieser Beziehung erweist sich das natiirliche 
NaCl als bester Kristall, wahrend das synthetische KCl auch hier den letzten 
Platz in der Reihe einnimmt. Das hier untersuchte KBr zeigt grosse Spannungs- 
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pweichungen, doch sind im allgemeinen die Abweichungen kleiner. Da beab- 
chtigt ist, die Abhangigkeit der Leitung von der Reinheit der Kristalle noch 
. weiteren Messungen zu priifen, soll hier von der Veréffentlichung weiterer 
iesbeziiglicher Angaben abgesehen werden. Ebenso sollen auch die bereits 
rwahnten Messungen wahrend der Temperierung in vorliegender Arbeit nicht 
ehandelt werden. 
Bemerkenswert ist, dass die Temperaturgeraden der zwei Sylvinkristalle 
n Abb. 3 stark voneinander abweichen und parallel damit auch ihre 
\bweichungen vom Ohmschen Gesetz in Tabelle I auffallend verschieden sind, 
‘bwohl doch beide Kristalle von ein und demselben grésseren Stick stammen. 
Hilsch hatte festgestellt [6], dass im einen von zwei eng nebeneinander gewachse- 
nen Sylvinstiicken die die Verunreinigungen bedeutenden 193 mp- und 274 
my-Absorptionsbanden vollkommen fehlen kénnen, wahrend sie im anderen 
vorhanden sind. Auch diese Tatsache weist darauf hin, dass den im Kristalle 


ae Ts 


Abhingigkeit der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit der synthetischen KCl- 
edeiale. von der Blekrodenentfornung bei verschiedenen elektrischen Feldstarken, Die 
Temperatur ist 293 °C. 
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vorhandenen Verunreinigungen bei den hier beschriebenen Erscheinungen eine 
iiberaus grosse Rolle zukommt. 

Bei zahlreichen optischen und lichtelektrischen Erscheinungen kann das 
voneinander verschiedene Verhalten des synthetischen NaCl und des natir- 
lichen Steinsalzkristalls nachgewiesen werden. Z. B. kann das synthetische — 
NaCl infolge der zahlreicheren Gitterfehler starker verfarbt und leichter ent- 
farbt werden, des weiteren ist beim synthetischen NaCl die sogenannte »photo- 
chemische Elastizitatsgrenze«, d. h. der kleinste auf die Kristallflache wirkende 
Druck, bei dem in der optischen Absorption bereits eine Abnahme in der farbigegy 
Bande eintritt, kleiner usw. 

Abb. 4 veranschaulicht die sbentcwalnte raumliche Wirkung bei syn- | 
thetischem KCl. Der sich, hier ergebende Zusammenhang gleicht vollkommen _ 
demjenigen, der vorher bei entfarbten KCl-Kristallen gefunden wurde [7]. 
Die in verschieden dicken Kristallen bei derselben Feldstarke erhaltenen Werte | 
der spezifischen Leitfahigkeit wurden mit einer Linie verbunden. Aus der | 
Abbildung ist ersichtlich, dass man bei diimnen Kristallen bei kleiner Feld- 


stirke eine gut definierte Leitfahigkeit bekommen kann. Nunmehr ist eine 
Ausdehnung der Messungen auf eine Elektrodenentfernung von weniger als 
1 mm geplant. 
Diskussion | 

Die in der fritheren Arbeit des Verfassers [1] gemachte Feststellung, 
dass das Ohmsche Gesetz in unverfarbten Kristallen Giltigkeit hat, ist dahin- 
abzuindern, dass das Ohmsche Gesetz in chemisch sehr reinen Kristallen oder 
in Kristallen, in denen keine Verunreinigupgen in der Gitterstruktur vorhanden _ 
sind (natiirliches NaCl, Sylvin), bis zu einer Feldstarke von 6000 Volt/cm in 
Kraft ist, waihrend in anderen Fallen. Abweichungen auftreten. Auf Grund 
von Messungen sowohl an unverfarbten als auch entfarbten Exemplaren der oben-_ 
erwihnten sehr reinen KBr-Kristalle wurde festgestellt, dass sich ihre Leit-- 
fihigkeit wiahrend vieler Jahre sozusagen iiberhaupt nicht verandert hatte, 
dass in ihnen keine Abweichungen vom Ohmschen Gesetz auftreten, und dass 
ihre Temperaturkurven auch nach Jahren reproduzierbar sind : ihre Leitungs- 
konstanten indern sich nicht. Das heisst, sie zeigen ein Verhalten wie das jetzt 
gemessene natiirliche NaCl. Dagegen kann sich die Leitung von Kristallen, 
die fremde Substanzen einschliessen, durch die Wirkung von Temperatur- 
behandlung oder langerem Ruhenlassen innerhalb weiter Grenzen verandern. 
Falls sich die Leitung derart verindert, dass die spezifische Leitfahigkeit 
zunimmt, d. h. dass die Konstante B abnimmt, so vermindern sich auch die 
Abweichungen vom Ohmschen Gesetz und kénnen selbst ganz ausbleiben, wie 
dies in der obenzitierten Arbeit des Verfassers fiir den Fall von entfarbten 
Kristallen festgestellt wurde. 

In jener fritheren Arbeit wurde auch die Feststellung gemacht, dass die 
hier behandelten Erscheinungen (Abweichungen vom Ohmschen Gesetz, raum- 
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.e Wirkung der Leitung) um so starker auftreten, je héher der Grad der 
rbung des entfarbten Kristalls war. Natiirlich ruft auch die Farbung Ver- 
lerungen im Kristall kervor, doch scheint es, dass der entscheidende Faktor 
moch die chemische Reinheit bzw. der Grad der Verunreinigung des Kristalls 
Bei den friiheren Untersuchungen war gerade das KCl der Kristall von 
akelster Farbe, also war es auch dieser Kristall, der in unverfarbtem Zustand 
betreffenden Erscheinungen am starksten zeigte. Diese grosse Veranderung 
‘ Leitfahigkeit ist fiir das elektrische Verhalten der elektronischen Halbleiter 
iserst charakteristisch. Auf die Wirkung der Abweichung von der stiéchio- 


i. 5. Der Zusammenhang zwischen log A, B und log K fir verfarbten und dann entfarbten, 
. aber von demselben verfarbten Stiick stammenden KBr-Kristalle. 


‘rischen Zusammensetzung, doch auch auf die von anderen Umstanden. 
i) verandern sich hier die Leitfahigkeit und die Leitungskonstanten innerhalb 
ater Grenzen. Diese Erscheinungen kénnen auch in den Alkalihalogenid- 
+tallea beobachtet werden. Auf diese Weise kann auf Grund der Analogie 
Henommen werden, dass an der elektrischen Leitung von verunreinigten 
\lalihalogenidkristallen auch Elektronen teilnehmen. Es kann daher in diesen 
{ stallen die Existenz von Elektronen liefernden Zentren angenommen werden. 
te bekannt [8]; dass der infolge der hsheren Temperatur verlingerte Weg der 

telektrisch abgetrennten Elektronen in verfarbtem KCl und KBr viel grésser 
siils in NaCl. Weiters ist die auf die Einheit der Feldstarke bezogene Wande- 
mzsgeschwindigkeit der Farbzentren in KCl und KBr viel grésser als 
a NaCl [9]. 


218 P. TOMKA 


Zur restlosen Klarung der Frage wurde auch untersucht, ob zwisc 
B, A und K (spezifische Leitfahigkeit) ebenfalls jene Zusammenhange bestehen 
die fiir elektronische Halbleiter charakteristisch sind. Bekannterweise hat 
der elektrischen Leitung von Halbleitern die Meyersche Regel bzw. die Meyer 
Neldelsche Regel Giiltigkeit [10]. Dies ist auf Abb. 5 fiir den Fall von verfarbtei 
und entfarbten, aber von demselben verfarbten Stiick stammenden K Br-Kristalle 
dargestellt. Auf der Abszisse der Abb. 5 sind die A-Werte von verschiedene 
KBr-Kristallen nach der Entfarbung aufgetragen. Die B-Werte beziehen si¢ 
auf dieselben Kristalle (linksseitige Ordinate). Wie die voll ausgezogene Gerad 
zeigt, gilt fir sie die Meyer-Neldelsche Regel. Die rechtsseitige Ordinate zeig 


{ 


at 4 lag A 


i 
Abb. 6. Der Zusammenhang zwischen log A, B und log K fir synthetischen, doch unve 
farbten und ungleich dicken KC]-Kristalle. 


die Werte von log K. Der Zusammenhang zwischen den Werten von log 
und log K bei einer Temperatur von 280° C wird gleichfalls durch die gestn 
chelte Gerade angegeben. Wie ersichtlich, geht alles genau nach der Meye' 
Neldelschen Regel. 


Abb. 6 zeigt genau dasselbe fiir unverfarbte KCl-Kristalle. Wesentlich is 
dass auch im Falle von kinstlich gewachsenen, doch unverfarbten und ungleic 
dicken Kristallen diese Zusammenhange auftreten. Abb. 7 veranschaulicht de 
Fall des Zusammenhanges zwischen log A und B, indem sie den Zusammei 
hang zwischen den in niedrigeren bzw. héheren Temperaturbereichen gemessene¢ 
A- und B-Werten fiir verschieden behandelte und verschieden dicke KC 
Kristalle von verschiedenem Ursprung in einer gesonderten Geraden zeig 
Aus der Tatsache, dass sich die in Abb. 7 aufgezeichneten Punkte auf Kristal) 
beziehen, die verschiedenen Ursprungs (natiirliche und kiinstliche) und ve: 
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hiedener Dicke, jedoch nicht verfarbt waren, geht hervor, dass in der Kristall- 
ruktur ein von der Behandlung unabhangiger Faktor eine Rolle spielt. 
Hier soll betont werden, dass alle diese Zusammenhange bei den in der 
Kurve der Abb. 1 vorkommenden natiirlichen NaCl-Kristallen fehlen, weil 
i diesen die spezifische Leitfahigkeit nicht von der Dicke des Kristalls abhangt 
nd weil die an den einzelnen Kristallen gemessenen Leitfahigkeiten und 
-Werte miteinander iibereinstimmen. (In einem Fall gelang sogar der Nachr 
eis, dass sich bei einem aus einem anderen Stiick stammenden Probekérpe- 


/ 


ne 
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‘bb. 7. Der Zusammenhang zwischen log A und B fir verschieden behandelte und ver- 
chieden dicke unverfarbte KCl-Kristalle yon verschiedenem Ursprung (natiirliche und 
kiinstliche). 


70. 


‘uch nach 10 Jahren dieselben K- und B-Werte ergaben, die dann mit den auf 
ler 1. Kurve der Abb. 1 dargestellten Werten im Einklang standen.) 

Aus diesem Vergleich ist die Folgerung zu ziehen, dass es Alkalihalogenid- 
cristalle in einem besonderen Zustand geben kann, in dem sie nicht die durch 
lie Meyer-Neldelsche Regel ausgedriickte Erscheinung aufweisen. Dieser 
Kristallzustand kénnte ein vollkommenerer Kristallzustand genannt werden. 
Wenn man den in neuerer Zeit gebrauchlichen Ausdruck des Termschemas ver- 
wendet, so kann man sagen, dass.in derartigen Kristallen gewisse Termwerte 
fehlen. In den anderen Kristallen (KBr, KCl, entfarbt, usw.) treten neue Terme 
and im Zusammenhang damit neue B-Werte und neue Eigenschaften auf 
(z. B. die Abhangigkeit von K von der Kristalldicke). 

Nach den hier geschilderten Messungen verhalten sich die Alkalihalogenid- 
kristalle vom Gesichtspunkt der elektrischen Leitung wie die Metalloxyde 
ZnO [11] und TiO, [12]. Aus dem oben beschriebenen Verhalten des natir- 
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‘ 
lichen NaCl kann hingegen geschlossen werden, dass auch bei Megalloxyden 
dementsprechend vollkommene Kristalle nachgewiesen werden kénnen, obzwar 
ihre Herstellung schwierig ist. Dies scheint namlich darauf hinzuweisen, d 8 
dieses extreme Verhalten bei der Aufstellung des Termschemas eine wichtige 
Rolle spielt. 

Auf Abb. 3 betragt der auf den oberen Abschnitt der Temperatur-Kurve 
des 1 mm dicken KCl-Kristalls bezogene B-Wert 22 000. Dieser Wert kommt 
bereits in die Nahe des bei hohen Temperaturen (500—750° C) auftretenden 
»Eigenleitungs« — B-Wertes des KCl zu liegen. Die Leitung bei hoher Temperatur 
ist bereits strukturunempfindlich, d. h. die im Kristall befindlichen fremden 
Substanzen iiben hier auf die Leitung keinen Einfluss mehr aus. Das erhaltene 
Ergebnis besteht also darin, dass man bei diinnen Kristallen die Konstante 
B der Leitung bei hoher Temperatur schon bei einer viel niedrigeren Temperatur 
erhalten kann. 3 

Hilsch und Pohl [13 ] nehmen an, dass die U-Zentren enthaltenden Kristalle 
(KBr) als Halbleiter-Modellkristalle betrachtet werden kénnen. Nach ihrez 
Meinung entsteht der lichtelektrische Sekundarstrom dann, wenn in der Dunkel: 
leitung des Kristalls auch Elektronen teilnehmen. Diese Elektronen gelanger 
von der Kathode her in den Kristall hinein. Das neutrale K-Atom zerfallt hierbe 
thermisch in ein Elektron und in ein positives K-Ion. Das Elektron wanderi 
der Anode zu, wahrend das positive K-Ion von dem von der Kathode her kom; 
menden Elektron wieder neutralisiert wird. Das neutralisierte K-Ion gibt aw 
die Wirkung der Temperaturbewegung das aufgenommene sekundare Elektror 
mit derselben Wahrscheinlichkeit ab wie zuvor das primare Elektron. Diese) 
Vorgang kann sich dfters wiederholen. Einem primaren Elektron folgen als 
viele sekundare Elektronen nach, und auch diese durchqueren den Kristal] 
Auf diese Weise wird die Wirkung des Lichts durch die Elektronen vervielfacht 
wobei das Ausmass der Verstarkung von der gegenseitigen Entfernung de 
Kristallelektroden abhangt, und zwar derart, dass das Ausmass der Verstarkun; 
bei gleicher Feldstarke bei den Kristallen mit grésserer Elektrodenentfernun, 
grésser ist. Die hier beschriebenen Untersuchungen passen also gut in diese 
Bild, d. h., wenn man einen ahnlichen Vorgang auch fiir die Leitung annimmt 
dann ist die Abhangigkeit der spezifischen Leitfahigkeit K von der Dicke ver 
standlich. Demgem4ss werden also die Elektronen aus gewissen Zentren in de) 
Leitungsstrom gelangen. Diese Zentren wiirden wieder ihre Elektronen dure 
einen anderen Vorgang ersetzen. Wenn also der Kristall dicker ist, so befinde 
sich mehr Zentren in ihm, wodurch die Aufrechterhaltung eines intensivere 
Stroms ermiglicht wird. Pohl erhielt fir die zwei Richtungen nicht denselbe’ 
Stromwert, es tritt also eine gleichrichtende Wirkung auf. ; | 

Lehfeldt [14] wies nach, dass der lichtelektrische Sekundarstrom in Ag) 
Kristallen ein Elektronenstrom ist, der bei Verminderung der Temperatur zu 
nimmt, ein Maximum erreicht, um dann wieder abzunehmen. Wie gezeigt wurd« 
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chst auch die Abweichung vom Ohmschen Gesetz, wenn die Temperatur 
kt. Bei denjenigen synthetischen KCl-Kristallen, wo die Abweichung vom 
mschen Gesetz auftritt, wurde auch bei den hier beschriebenen Versuchen 
, gleichrichtende Wirkung beobachtet, d. h. die Leitfahigkeit war in der 
en Richtung grésser (und die Abweichung vom Ohmschen Gesetz geringer) 
in der anderen Richtung. Auf Grund der Analogien kann angenommen werden, 
ss in den chemisch nicht reinen Alkalihalogenidkristallen die in den Dunkel- 
tungen auftretenden Zunahmen der Stromstarke die gleiche Beschaffenheit 
fweisen wie die lichtelektrischen Sekundarstréme. Dieser Vergleich ist hier 
:tthaft, weil ja die thermischen und optischen Elektronenabtrennungsprozesse 
“Wesen identisch sind. Im vorliegenden Falle wiirde der Vervielfachung des 
jantenaquivalents des lichtelektrischen Stromes bei der Dunkelleitung der 
1otient entsprechen, der sich aus den fiir die grésste und die kleinste Feld- 
arke berechneten spezifischen Leitfahigkeiten ergibt. Auch andere mit der 
itung verbundene Erscheinungen weisen darauf hin, dass die Dunkelleitung 
r Alkalihalogenidkristalle eine Mischleitung ist, d. h., dass neben Ionenbe- 
szungen auch eine Elektronenwanderung besteht. In diesem Fall ist in den 
tiirlichen NaCl-Kristallen der Elektronenanteil der Dunkelleitung dusserst 
ringfigig, und die Elektronen bewegen sich nur innerhalb von Molekil- 
ymessungen. 

Auf Grund der hier geschilderten Untersuchungen erwiesen sich also das 


nthetische KBr und KCl als sehr gute Halbleitermodelle. Da man ihre optische 


bsorption gut verfolgen kann und sie selbst leicht herzustellen sind, stellen 


e ein sehr gutes Versuchsmaterial fiir die Halbleiterforschung dar. 

Die Messungen fir diese Abhandlung wurden noch im Institut fir 
xperimentelle Physik der Universitat Kolozsvar (Cluj) in den Jahren 1943 
ad 1944 durchgefiihrt. Es sei hier Professor Z. Gyulai, dem Direktor des 
\stituts, fiir seine freundliche Anteilnahme und wertvollen Ratschlage sowie 
er Ungarischen Akademie der Wissenschaften fir ihre grosszigige Unterstut- 


ang der beste Dank ausgesprochen. 
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K IJEKTPHUECKOM MPOBOJHMOCTH WBETHBIX HU BESLUBETHbIX WENOUHO- 
FAJIOHTHbIX KPHCTAJIJIOB | 
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Pe3swmMe 


Vckyccrsetusie KpHcranmit NaCl sHawHrenbHO ormHyatorca 10 cBoefl smeKTpHueckon 
MPOBOAHMCCT ( oT eCTecTBeHHEIX KpHcrammop NaCl, a HMeHHO: OKa3bIBaeTCA OTKOHEHHE OT 
3akoHa Oma H mpocrpaHcrBeHHoe felicrBHe. AHanOrHyHble ABIeHHA HMelT MectO TaKKEe ¥ 
KyccTBeHHBIX KpHeranmos KBr H KCl. PasmbilineHia Ass 0ObACHeHHA 9THX sapien (m0 
CBeTOSMeKTPHyeCKHM aHasorHaM) MpHBOAAT K TOMy, TO B MPOBOAHMOCTH NPHHHMAIOT 
yuacTHe TakoKe H 371eKTPOHHI. 


DIE STATISTISCHE THEORIE 
DES ATOMKERNS 


II. Teil 


Von 
Es GOMBAS 
HYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 
(Eingegangen 15. IX. 1952) 


INHALTSUBERSICHT 


§ 1. Einleitung und Zusammenfassung 

§ 2. Berechnung der Dichteverteilung der Nueleonen und der Kernenergie in zweiter 
Naherung 

§ 3. Resultate fiir die Kernenergien und Dichteverteitungen im Kern 

§ 4. Unterschied zwischen der Neutronen- und Protonenverteilung 

§ 5. Dikuesion der Resultate 


§ 1. Einleitung und Zusammenfassung 


Unter der Voraussetzung, dass zwischen den Nucleonen Yukawasche 
afte wirken, wurde vom Verfasser im ersten Teil dieser Arbeit! die Dichte- 
rteilung der Nucleonen in den Kernen und die Energie der Kerne auf Grund 
5 statistischen Kernmodells in erster Naherung berechnet. Das Ziel des vor- 
genden zweiten Teiles dieser Arbeit ist die hsheren Naherungen zu entwickeln 
d durchzurechnen, sowie zu untersuchen inwiefern diese die Resultate der 
sten N&herung beeinflussen. Im Rahmen dieser héheren Naherungen wird 
ch der Unterschied zwischen der Neutronen- und Protonendichteverteilung 
stimmt. 

Die Durchfiihrung dieser héheren Naherungen fihrt zu dem Ergebnis, 
iss durch diese die Resultate der ersten Naherung nur ganz unbedeutend 
.einflusst werden. So ergibt sich z. B. fiir die Kernenergie bei den schwersten 
ernen — wo die héheren Naherungen am starksten ins Gewicht fallen — nur 
ne Vertiefung von rund 1%, was zu einer, wenn auch nur geringen Verbesserung 
3s in I berechneten Energieverlaufes fahrt und durchaus den Erwartungen der 
orangehenden Arbeit entspricht. Die Dichteverteilung der Nucleonen wird 
urch die héheren Naherungen im Inneren der Kerne nur ganz unbedeutend 
eindert, in den Randgebieten ist aber die relative Dichteanderung betracht- 
ch. Der relative Unterschied zwischen der Dichteverteilung der Neutronen 
nd Protonen erweist sich im Inneren der Kerne ebenfalls als gering, wird aber 
a den®Randgebieten ebenfalls gross. 
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Das Resultat, wonach die Dichterverteilung der Nucleonen im Inn 
der Kerne durch die héheren Naherungen nur unbedeutend beeinflusst 
d. h. praktisch dieselbe bleibt wie in der vorangehenden Arbeit dure ye 
fiihrten ersten Naherung, ist insofern interessant, dass hiernach auch die Dich c 
verteilung der schwersten Kerne im wesentlichen eine Gausssche Verteilung i 
Die Nucleonendichte ist also auch bei den schwersten Kernen im Kerninnere) 
bei weitem nicht in dem Masse konstant, wie dies in den meisten Arbeiten ange 
nommen wird. 

Da die vorliegende Arbeit eine Fortsetzung des vorangehenden erst 
Teiles dieser Arbeit? ist, verweisen wir beziiglich des zugrunde liegenden statis 
tischen Kernmodells und der Bezeichnungen® auf die vorangehende Arbeit 
die wir im folgenden kurz als I zitieren. 


Ay 
< 1 


| 
* 


§ 2. Berechnung der Dichteverteilung der Nucleonen und der Kernenergie in zweite 
Néherung 4 : 


Wie in I gezeigt wurde, ist es zweckmassig, statt der Dichteverteilun 
der Neutronen g, und der Protonen g, die Funktionen 


@n = (30) 3 ron? und wp = (322)*ry0% of? (1 


einzufiihren und diese aus der Minimumsforderung der Energie zu bestimmen 
Die Lésung dieses Problems wurde auf Grund des Ritzschen Verfahrens in Angrif 
genommen, wobei wir fiir @, und @, die folgenden allgemeinen Ansatze machte) 


On = Ono @—**(1 + mix? + Ynaxt+ -- -)» (2 
@p = @poe**(1 + ypix? + yp2x* + +--+); (3) 


Die unabhangige Veranderliche x hangt mit der Entfernung vom Kernmittel 
punkt r durch die Beziehung 


1 Tr 


zusammen, wo a einen Variationsparameter bezeichnet und r, durch (48) in 
definiert ist. 


In I wurden als erste Naherung durch Nullsetzen aller Parameter yp; unc 
Ypi die sehr stark vereinfachten Ansatze 


On = Onoe 


und @p = @poe—** (5) 
za Grunde gelegt. Wir wollen nun diese Ansatze erweitern, indem wir in der 


Polynomen in (2) und (3) neben (1) auch noch die Glieder mit y,, bzw. yp. 
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riicksichtigen. Wir machen aber zundchst noch eine Vereinfachung, indem 
I -Ym=Ypi=y setzen; wir erweitern also unsere Ansatze zunachst folgender- 


assen 
On = @noe*(1 + yx?) und wp = @poe *(1 + yx*). (6) 


wohl in den Ansatzen (5) wie (6) wurde zwischen @, und @p, d. h: zwischen 
 Neutronen- und Protonendichte nur insofern ein Unterschied gemacht, 
iss die beiden Dichten, gemass der im allgemeinen verschiedenen Anzahl der 
eutronen und Protonen, verschieden normiert sind. Hierduch vereinfachen 
ch die sehr ausgedehnten numerischen Berechnungen ganz betrachtlich. Den — 
nterschied in den, beiden Dichteverteilungen, der in einer von einander unab- 
ingigen Variation von -y, und y, zum Ausdruck kommt, kann man dann 
achtraglich durch ein Korrektionsglied beriicksichtigen (man vgl. hierzu § 4), 
as sehr einfach bestimmt werden kann. 

Die Normierungsfaktoren @,) und @p in (6) kann man aus den Normierungs- 
edingungen (116) und (117) in I bestimmen. Aus diesen ergibt sich 


ral 1 Cn ‘= 1 Cp 
@no = 2 pis und @po = 2 pus’ (7) 


‘© c, und ec, die durch (138) und (139) in I definierten Gréssen 
Cn = 2(9x)2/6N13a und ep = 2(9m)"/6 2180 (8) 


ezeichnen, und Pp, der folgende Ausdruck ist 


3 5 35 
Pj=1+= —~ y+ — 7°. 9 
cra kay ie hd (9) 
Die Gréssen c, und c, kann man auch mit der in I (140) definierten Grésse 
Anus 
= 1/6 (= 

c = 2(92) (5 ) a (10) 

amd dem Neutroneniiberschuss n=N—Z folgendermassen ausdricken 
RMN por’ Ce te pee ee aa | 
g(a) era) t—Etsa stalls tM 

2Z 1/8 A—nyil8 EEL (3S Ke 

= (2) (FZ) = Psa 5G) le 
wobei wir die Reihenentwicklungen nach n/A nach dem quadratischen Glied 
abgebrochen haben. Statt dem Variationsparameter a haben wir also mit Hilfe 
dieser Formeln wieder c als Variationsparameter eingefihrt. Der Unterschied 


gegeniiber I besteht darin, dass wir hier ausser c noch einen weiteren Variations- 


parameter, namlich y, haben. 


4* 
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Wenn wir die Bezeichnung 


c 


i 
yo9 Pot 3 


e-*4(1 + yx?) = pe **(1 + yx?) (13) 


einfihren, so kann man mit Hilfe von (11) und (12) die Funktionen (6) in f 
gender Form schreiben 


Unser Ziel ist nun zunachst fir einen beliebigen Kern, d. h. fir einen 
vorgegebenen Wert von A und n, die Energie des Kerns als Funktion von ¢ 
und y zu bestimmen. Dies kann an Hand der Formeln (107)—(113) in I geschehen, 

Die Berechnung der Energien Ex, Ej, Ec und Ep aus diesen Formeln 
ist sehr einfach und fuhrt zu folgenden Resultaten. 


or 6 6) Baayen [2 a (cz) | bts - p sao = 


5 H 
= 0,04630[1 + 3(4 Ba | ket 2 pan (16} 
3 3 21 189 2079 | 
Pr=1+=: — v2 + — +8 ae yore 17 
* 2%T2% *39% * 400” * 20000 
E,=— #4 4usa*J ,, — 0,1297 Arita d oy, (18) 
(180c)1/3 P, Py 
1 1 25 
Py=l+iy+— Y= y; 19 
4 a ah a ae ee 19 
1 n n>2 
Says See == eB eee as ee ane 
Be = G2ya(7andp [2 ar @) |4 cpa % a 
2 ee ee sane 
0,002250 [2 27+ ( Dy: |4 py ee (20 
30 501 5436 38871 176670 390915 
Pretains Sayegh gst, Mares ite 5 6 
I a! sk i 
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27 4 n Py MONE Pp 
Er = — 3048-312 [2 bye tt a) |4¢ pas ull 
aa An 27n Pp 
= —0,002423 [1-5 4+ 5(q] |4¢pa5 a8 (22) 
3. * 45 105 945 
PR=l+syv+—y+3,7 74. Aa 
e 5 Mi 55.” ‘ion * * aoge’ (23) 


Die Berechnung der Austauschenergien EY, EX" und E%?, die durch 
e Formeln (109) —(111) in I definiert sind, fahrt zu sehr ausgedehnten Rechnun- 
mn, da mehrere Integrale, die in diesen Energieanteilen auftreten, nur auf 
umerischem Wege ausgewertet werden kénnen. 

Diese sehr weitlaufigen numerischen Rechnungen kann man umgehen, wenn 
an die Integranden in den genannten Energietermen, d.h. die ziemlich komplizi- 
ten Funktionen f(@n,@p)» f(Ons@n) und f(@,,0,), die durch (78) in I definiert 
nd, durch méglist einfache approximiert. Wie sich zeigt, kann man dies 
tsichlich in einer Weise durchfihren, die nur eine unbedeutende Einbusse 
1 Genauigkeit bedeutet. Hierzu schreiben wir f(@n,@p) in folgender Form 


flons @p) = was |a(— ; pales o (225) tt 5 cog) *h( 28 + 2) a 


— (on + 09)* (25°); 4) 


o die Funktionen g und h folgende Bedeutung haben 


NN tet een Z (1 + 126?) In (1 + 422) — 8é% arctg2é, (25) 


h(g) = 3 (1 — 4g2) In (1 + 46%) — 66 arctg 26. (26) 


Jm also die Funktion von zwei Veranderlichen f(o,,@p) mit einer mdglichst 
infachen Funktion zu approximieren, hat man nur die Funktionen g(g) und 
(€) zu approximieren, die Funktionen von nur einer Veranderlichen sind, Das 
ntervall, in dem man die Approximation durchzufiihren hat, ist das folgende 
=e=4. 

Wie eine nahere Untersuchung zeigt, kann man g(f) und h(€) in diesem 
ntervall durch die folgenden einfachen Funktionen approximieren. 
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a £)—E%(ay-+.0,£-+0,6?-+a5€4) 5 


a= +2,9091, a,— +0,52065, | 
a,= —1,9755, a,= —0,048357 ; f 
h(E)=E°(by rE + bre? +b9E9) 5 (29) 
b= -- 8,196.1: b= —0,22129, (30) 
b,= —1,2968, b,= +0,047884. | 
; | 


Im weiter oben angegebenen Intervall betragt die Abweichung der Nahe 
rungsfunktion (27) von der exakten Funktion g(_) durchweg weniger als 3% x 
die der Naherungsfunktion (29) von der exakten Funktion h(€) durch 
weniger als 2,5%. Da es sich bei A() nur um ein Korrektionsglied handelt 
reicht die hierdurch erzielte Genauigkeit aus. 

Die Funktion f(o,, @,) lasst sich an Hand der Formel (24) nach Einsetze) 
der Ausdriicke (27), (29), sowie (14) und (15) nach n/ A in eine Reihe entwickelt 
Wenn man die Reihe nach der zweiten Potenz von n|.A abbricht, so ergibt sic 


f(@n>@p) = ae { o("5—"?) + (aa op)*[bs (“= as on) 2 


re eae a 


a 1 
~ QAqr8 


J 6 7 8 9 
= 5478 a,o® + ao" + a,o® + a3o* 4- 


{e() — : [4b, 0° + 4b,0% + 46,07 — og'(@) ] ee \— d 


iw) 


1 5 6 7 8 9 5 ' 
+ 5 [4br0* + (4b, — 6a9)c08 + (4b; — 7a,)o" — 8a,0° — 9ag@ 1) |. 


wo g’(o) die Ableitung von g(@) nach o bezeichnet. 
Fir die Funktionen f(o,, @,) und f(@p,@p) erhalt man in gleicher Wei 
wenn man die Reihenentwicklung nach dem Glied mit (n/A)? abbricht 


flomon) = sz {slo) + [t +— HA) Jos (o) + s—(q) te}, 


flopoy) = sha felo) — |} ++ 4) Jos) + jag) ose. 
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Nach Einsetzen dieser Naherungsfunktionen in die Ausdriicke (109—111) 
[ und Durchfiihrung der sehr einfachen Integrationen ergibt sich fiir die 
amte Austauschenergie 


= Ei? + ER" + EX? = 


E. 363)" Ss > 2 9s Ise 2 

= (=) 3 (058 + a,c pis + age Pas of ast? ps)( = <4 Ahey— 
36/3)" 1 fg, Ss : Ss 35 Ss (34) 

y —(-] 27 c [ 1 pois aig (8 Sas, 3a) “Pz Sie 8b.,¢ pis + fase pars + 


Sy1jn 2 
cy set Jy VS : 
+ 9a,¢ pall ) Akey; 
r hat Ss, Sg. +--+» Sg folgende Bedeutung 


Qn (2n)"+2 4 i, 


| (2k+1)!! das Produkt der ungeraden Zahlen von 1 bis 2k+-1 bezeichnet. 
Somit haben wir alle Energieanteile als Funktion der Variationsparameter 
und + festgestellt und kénnen den Verlauf der Gesamtenergie 


E=Ex+E,;+Ea+Ect+ Er peaect(36) 


; Funktionen der Variationsparameter ermitteln. Unsere Aufgabe besteht 
rin, dasjenige Wertepaar Cy, Yo der Variationsparameter c, y zu bestimmen, 
i welchem die Gesamtenergie das absolut tiefste Minimum aufweist. Wenn 
an dieses Wertepaar der Variationsparameter in den Ausdruck der Energie 
asetzt, so erhalt man die Energie des betreffenden Kerns und durch Hinsetzen 
(13) etgibt sich mit Hilfe von (14), (15) und (1) die Neutronen- bzw. Protonen- 
chte des betreffenden Kerns. 

Es sei noch bemerkt, dass der durch I (114) definierte Parameter 4 gerade 
_wie in I, d. h. wieder so zu wahlen ist, dass die berechneten Energien der 
abilsten Kerne von den ganz leichten Kernen bis zu den schwersten die még- 
shts kleinste Abweichung von den entsprechenden empirischen Werten zeigen. 


§ 3. Resultate fiir die Kernenergien und Dichteverteilungen im Kern 
Die Rechnungen haben wir fiir mehrere Kerne und zwar fir die Kerne 


i—16, Z=8; A=40, Z=19; A=80, Z=31; A=120, Z=54; A=200, 
—85 und A=240, Z=99 durchgefihrt, dies sind Kerne, fur die wir in I bei 
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vorgegebenem A, bei einer Variation von n, d. h. bei einer Variation von Z, die 
tiefste Energie gefunden haben. Die Rechnungen kann man am zweckmas 
sten in der Weise durchfiihren, dass man im Energieausdruck (36) fiir einen be- 
liebigen Kern, z. B. fir den Kern A=200, Z=85, einen bestimmten Wert far 
vy einsetzt und feststellt, bei welchem Wert von c das Minimum der nunmel 
nur von ¢c abhangigen Energiefunktion liegt. Wenn man dies fiir verschiedene 
Werte von y durchfiihrt, so lasst sich leicht feststellen, welches der tiefste 
Energiewert unter diesen Energieminima ist, d. h. bei welchem Wertepaar 
Co» Yo das absolut tiefste Energieminimum der Energiefunktion E(c, y) liegt. 
Nachdem man das absolut tiefste Energieminimum fiir einen beliebigen Kern 
ermittelt hat, kann man das Energieminimum an Hand der Formeln (16) —(23) 
und (34) sehr einfach auch fiir einen beliebigen anderen Kern feststellen. | 

Am ausfihrlichsten haben wir uns mit dem Kern A=200, Z=85 befasst,, 
und die fiir diesen Kern erzielten Resultate wollen wir hier nun zunachst bespaly 
chen. Bei der Durchfiithrung der Rechnungen ist zunachst folgendes zu beachte' . 
Die in der vorliegenden Arbeit zu berechnenden Energiewerte und Dichtever 
teilungen fiir ~y=0 werden im allgemeinen nicht ganz genau mit denen von I 
iibereinstimmen, da wir in der vorliegenden Arbeit fiir die Austauschenergie 
nicht den exakten Ausdruck, sondern den Naherungsausdruck (34) gebraucht 
haben, der sich aus der Ersetzung der Funktionen f(@,, @p), f(@n, @n) und f(@p, @p) 
durch entsprechende, einfachere Funktionen ergibt. Um also fiir eimen Kern 
einen Vergleich zwischen der hier zu berechnenden Energie mit der in I erhalte- 
nen vornehmen zu kénnen, haben wir zundchst versuchsweise den frei verfiig- 
baren Parameter A so bestimmt, dass fiir y+-0 die hier zu bestimmende Energie 
des Kerns mit der in I erhaltenen iibereinstimmt. Aus dieser Forderung ie 
man im Falle des Kerns A=200, Z=85 fur A den Wert 


\ 
| 
4 
; 


A=4,1905. ~~ BY 
Fir y=0 liegt das Energieminimum bei 

¢=7,60 (38) 
und das Minimum der Energie pro Nucleon betragt 


“0 = —T7,610 MeV. (39) 


Wahrend also das Energieminimum forderungsgemiss dasselbe ist wie in I, 
ergibt sich fiir cy ein etwas grésserer Wert als in I‘, was eine Folge dessen ist, 


dass wir in der vorliegenden Arbeit fiir die Austauschenergie den Naherungs- 
ausdruck (34) gebrauchten. 
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Mit dem so bestimmten Wert von A ergibt sich nun, dass fiir den Kern 
=200, Z=85 das absolute Minimum der Kernenergie bei den Werten 


¢o=9,40 und y=0,45 (40) 
zt und pro Nucleon 


Eu _ _ 7,637 MeV (41) 


tragt. Die Vertiefung der Energie pro Nucleon in der zweiten Naherung 
Vergleich zu der ersten Naherung betragt also nur 


AFoo_ _ 0,027 MeV. 7 (42) 


e relative Vertiefung der Energie ist also kleiner als 0,4%. 

Unter Beibehaltung des weiter oben festgelegten Wertes fiir 1 haben wir 
ch far die weiteren am Anfang dieses Paragraphen angegebenen Kerne die 
srameterwerte, bzw. die Energie in der zweiten Naherung festgestellt.; die 
esultate sind in der Tabelle I angegeben. Die Beibehaltung des A-Wertes (37) 
ird dadurch gerechtfertigt, dass dieser A-Wert — wie sich zeigt — der am Ende ~ 
»s vorangehenden Paragraphen gestellten Bedingung genigt. Es sei jedoch 
wahnt, dass unter Beibehaltung dieses A-Wertes die hier zu berechnenden 
nergien fiir y=0 im allgemeinen nicht ganz genau mit den in I erhaltenen 
bereinstimmen, da ja eine Ubereinstimmung nur fiir den Kern A=200, Z=85 
sfordert wurde. Dementsprechend haben wir also die in der vorliegenden 
rbeit in zweiter Naherung berechneten Energien mit den in der vorliegenden 
rbeit fir y—0,d. h. mit den aus der hier durchgefiihrten ersten Naherung 
rhaltenen Energien zu vergleichen, die ebenfalls in der Tabelle I angefiihrt 
nd. Weiterhin ist in der Tabelle I auch die in zweiter Naherung erzielte Energie- 
ertiefung pro Nucleon AEo)/ A, sowie die relative Energievertiefung in Prozenten 
ngegeben. 

Wie aus den Resultaten zu sehen ist, erweist sich der Betrag von AE,,/A 
is sehr klein und wachst mit wachsender Massenzahl ; die relative Vertiefung 
er durch die zweite Naherung erzielten Energie betragt auch fiir die schwersten 
Cerne nur weniger als 1/2%. 

Mit Hilfe der in erster und zweiter Naherung bestimmten Parameter- 
verte lasst sich die Nucleonendichte in erster und zweiter Naherung und somit 
ler Unterschied zwischen den Nucleonendichten in erster und zweiter Naherung 
eststellen. Die zweite Naherung ist auch in diesem Fall mit der in der vorlie- 
yenden Arbeit bestimmten — und nicht mit der in I erhaltenen — ersten 
Naherung zu vergleichen. Die in der vorliegenden Arbeit in erster Naherung 


yestimmten c,-Werte und somit auch die Nucleonendichten sind namlich, 
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TABELLE I 
Kernenergien und Werte der Variationsparameter in erster und zweiter Naherung fiir einige Kerne 
A 16 40 80 120 200 240 
Ve 8 19 37 54 85 99 
Erste Naherung (y = 0) cy 5,74 1,3 1,7 1,75 7,60 | 1,45 
Fe aian avian €p 5,74 Ty4 8,2 8,90 9,40 9,40 
Yo 0,00 0,0025| 0,11 0,29 | 0,45 0,49 
E.. erste Naherung 6,989 8,686 9,201 8,851 
me D 
A zweite Naherung 6,989 8,687 9,204 8,860 
| 
x. - 0,000 | 0,001} 0,003 | 0,009 
oe ia, Poogenten 0,00%|  0,01%! — 0,03%| — 0,10%| —0,35%| + -0,45% 
° . 


wie schon weiter oben erwdhnt wurde, durchweg von den in I erhaltenen” 
verschieden, da wir in der vorliegenden Arbeit statt dem exakten Ausdruck 
fiir E, den Naherungsausdruck (34) benutzten. 

Fir die Neutronen- und Protonendichte erhalt man nach (1) bzw. 


# 
{ 


1 1] 
On = gaape On> Or = Baas OP (43 
e 
Die gesamte Nucleonendichte wird also 
1 3 3 
@ = On + Op = a 7375 (On + 5). (44) 
0 ; 


Mit Riicksicht auf die Beziehungen (5)—(8) und (10) ergibt sich also in erster 
Naherung 


3 3 2 
Haga a Cp —3x2 __ c8 e— 8x2. Preiaces 3 p—a*r*/r,3 
0 24n2 78 ° Playa MSR R ROSS ates ($9) 


und in zweiter Naherung 


eee te F 
ee BP, ° a dca gee) ae a 1202 r3P, rePy SEE se ya)® se 


> (46) 


~ ahr eI 
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ei zu bemerken ist, dass der Zusammerhang zwischen ¢ und a durch die 
lehung (10) gegeben ist. Beziiglich der Ausdriicke fir die Dichteverteilung 


= =a 


4 3 2 7 0 i Le as) 4 


1, Vergleich des Verlaufes der Nucleonendichte in erster und zweiter Naherung fiir den 
Kern A = 200, Z = 85. r in 7)-Einheiten, 0 in 1/r,8-Einheiten. 


eyeatae @, erste Naherung, 
Q, zweite Naherung. 


g. 2. Vergleich des Verlaufes der radialen Nucleonendichte in erster und zweiter Naherung 
i — 200, Z = 85. r in 7-Einheiten, D in 1/rp-Einheiten. 


fir den Kern A 
PEA D, erste Niaherung, 
——D, zweite Niherung. 


t zu bemerken, dass fir die Parameter c, bzw. a in (45) die Werte der ersten 
laherung und in (46) die der aweiten Naherung einzusetzen sind. 

Wir haben die Dichtefunktion g, sowie die radiale Dichteverteilung 
)—Anr%p fir den Kern A=200, Z—85 in erster und zweiter Naherung berechnet 
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und in den Figuren 1 und 2 graphisch dargestellt. Wie aus diesen Figuren zu | 
sehen ist, erweist sich die relative Differenz der Dichteverteilungen in erster 
zweiter Naherung — mit Ausnahme der Randgebiete des Kerns — als sehr | 
klein. Eine gréssere relative Dichteanderung entsteht nur in den 
Randgebieten, die hinsichtlich der Energieberechnung des Kerns unbeaay | 
tend sind. 

Far Kerne mit kleinerer Massenzahl ergibt sich eine noch onbedeutelliil 
relative Dichteanderung als fir den Kern A200, Z=85. Fiir die schwersten | 
Kerne (A>200) ist die relative Dichteanderung von der gleichen Griéssenordnung | 
wie fiir den Ketn A=200, Z=85. 

Aus der hier durchgefiihrten zweiten Naherung ergibt sich also, dass sich 
diese sowohl hinsichtlich der Energie als hinsichtlich der Dichteverteilung a 
unbedeutend erweist. 


4. Unterschied zwischen der Neutronen- und Protonenverteilung 


Bei der im vorangehenden durchgefiihrten Naiherung wurde eine starke) 
Vereinfachung gemacht und zwar dadurch, dass wir in (6) v4, und yp; einander 
gleichsetzten, d. h., dass wir zwischen der Neutronen- und Protonenverteilung | 
nur insofern einen Unterschied machten, als wir diese — gemass der im allge- 
meinen verschiedenen Anzahl der Neutronen und Protonen — verschieden’ 
normierten. Zur Bestimmung des Unterschiedes zwischen der Neutronen- 
und Protonenverteilung kénnte man so vorgehen, dass man zum Ausgangspunkt | 
zuriickkehrt, d. h. dass man den Parameter y in @, von dem in @, [man ygl. 
die Ausdriicke (6)] als verschieden betrachtet und diese beiden Parameter 
von einander unabhangig variiert, was aber zu sehr langwierigen Rechnungen, 
fibrt. | 

Bedeutend einfacher gelangt man zum Ziel, wenn man folgendermassen’ 
verfahrt. Wenn man die Neutronen- und Protonendichte von einander unab- 
hangig variiert, so ist zu erwarten, dass die Neutronen etwas gegen die inneren 
Gebiete des Kerns und die Protonen von innen nach den Randgebieten des 
Kerns gedrangt werden. Dies ist leicht einzusehen. In jedem Kernmodell wird 
zwischen Neutronen und Protonen eine Wechselwirkung und zwar eine Anziehung 
vorausgesetzt ; die aus dieser Anziehung resultierende Energie ist in unserem 
Falle EZ? (man vgl. 364 ff. in I). Zufolge dieser gegenscitigen Anziehung — die 
nebenbei bemerkt verhindert, dass der Kern in einen reinen »Neutronen-Kern« 
und »Protonen-Kern«. zerfallt — wirkt sich die elektrostatische Coulombsche 
Abstossung, also das nach dem Kernrand hin Drangen der Protonen auch auf 
die Neutronen aus, da die Protonen die Neutronen einigermassen mit sich 
ziehen. Ausser dieser in jedem Kernmodell bestehenden Wirkung gibt es in den 
vorangehenden Naherungen unseres Modells noch einen weiteren Umstand. 
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rch welchen die elektrostatische Protonen-Abstossung auf die Neutronen 
ertragen wird. Dieser ist rein dusserlich und besteht in dem Zwang, der dem 
)dell in den vorangehenden Naherungen dadurch auferlegt wurde, dass wir 
: Neutronen- und Protonenverteilung, abgesehen von dem im allgemeinen 
rschiedenen Normierungsfaktor, als gleich voraussetzten. Dies verursacht 
1e ganz ahnliche Wirkung wie die weiter oben erwahnte Neutron-Proton- 
izichung. Wenn man nun diesen Zwang fallen lasst, d. h. die Neutronen- und 
otonendichte von einander unabhangig variiert, so werden die Neutronen 
was gegen das Innere und die Protonen etwas gegen den Rand des Kerns 
drangt, da durch die Ausschaltung dieses Zwanges die elektrostatische Cou- 
mbsche Wechselwirkung der Protonen fiir die Neutronen relativ schwiacher 
id far die Protonen relativ starker zum Ausdruck kommt. Dementsprechend 
achen wir fiir die Neutronen- und Protonendichte folgenden Ansatz 


oe” = Ono + En» Op = Qpo + Ep» (47) 


0 Ono und Op die im vorangehenden festgestellte Neutronen- bzw. Protonen- 
chte bezeichnet und eé,, sowie &€, im Inneren des Kerns positive und im . 
usseren negative Funktionen sind, die dem Unterschied zwischen der Neutro- 
2n- und Protonenverteilung Rechnung tragen sollen und die wir im Verhaltnis 
1 Ono bzw. Qpp als klein betrachten. 

Da Ono unf Qp) folgendermassen normiert sind 


fenodv = N, Sepodv=Z, (48) 
iiissen €, und e, den Bedingungen 


fendv=0, fepdv=0 (49) 


eniigen. Ausser diesen Bedingungen hat &, und e, gemass den in I (S. 358) 
argelegten allgemeinen Bedingungen noch den folgendtn Bedingungen zu 
eniigen. Erstens miissen fiir e, und €p die Bedingungen 


Ps) ced. ath Lara BO, (50) 


restehen und zweitens miissen e, und é, in grosser Entfernung vom Kern 


rerschwinden. 
Mit Riicksicht auf all’ das erweist es sich als zweckmiassig fir e, und e€, 


‘olgenden Ansatz zu machen 


En = @n07)> Ep = Qpo7)> (51) 
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wo 7 ein Polynom von x? von der Form 


m 
7 — py ao; x! _ (52) 


ist, und die a; einstweilen unbestimmte Konstanten bezeichnen. Dadurch, dass 
én und €, als Faktor Qn bzw. @p9 enthalten, wird das rasche Verschwinden 
der Funktionen e, und e, in grosser Entfernung vom Kern erreicht ; dadurch 
weiterhin, dass wir 7) als eine Funktion von x? ansetzen, wird den Bedingungen 
(50) geniige geleistet. 

Die Konstanten o; betrachten wir als Variationsparameter, die aus der 
Minimumsforderung der Energie bestimmt werden. Diese sind von einander 
zufolge der Bedingungen (49) nicht unabhangig. 

Die Berechnungen gestalten sich fiir den Fall N=Z=A/2 besonders ein- 
fach. Da sich die Resultate fiir diesen Fall vom allgemeinen Fall, N+2Z, nicht 
wesentlich unterscheiden, wollen wir uns auf diesen enfachen Fall beschranken. 
In diesem Fall ist - 


1 ’ 
Qno = Opo0 = 5 Qo» (53) 
wo Qo die gesamte Nucleonendichte bezeichnet, fiir die wir die mit der ersten | 
Naherung erhaltene Dichtefunktion | 


3 
€ Sayed 2 
= ——~ e 3x" — e 3x 54 
Co 12x83 ve 64 
einsetzen kénnen, da sich die in zweiter Naherung bestimmte Dichteverteilung 
von dieser nur unwesentlich unterscheidet. Wir haben also dann | 


n= Opie ae pao OG G08 40 (55) 
und 
1 1 
On = 5 +e = 5 Ooll + 7)» (56) 
1 1 
Op = 5 00— & = 5 Ql — %)- (57) 


Fir 7 ergibt sich als einfachster Ansatz der Ausdruck, welcher entsteht, 
wenn man in (52) nur die ersten beiden Glieder behalt. Wenn man in diesem 
Ausdruck der Kiirze halber statt 7, einfach o, und statt 04/0) kurz f schreibt, : 
so erhalt man ae 


n=0(1 + fe). (58) 
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ie Konstante f wird durch die Bedingungen (49) festgelegt, aus der sich mit (54) 
p= —2 (59) 


gibt. Es bleibt also noch eine Konstante, namlich o ibrig, die wir als Variations- 
srameter betrachten und aus der Minimumsforderung der Energie bestimmen. 

Die Energie des Kerns wird in der Weise berechnet, dass wir in (56) und 
7) 1 im Verhaltnis zu 1 als klein betrachten und den Integranden im Energie- 
usdruck nach 7 in eine Potenzreihe entwickeln, die wir nach der zweiten 
otenz abbrechen. Wenn wir fir f(@n,@p), f(@n, On) und f(op, @p) wieder die 
laherungsfunktionen (31), (32) bzw. (33) einfiihren, so kann man die Integration 
urchweg geschlossen durchfihren und die Energie als eine quadratische Funk- 
‘on von o darstellen. Alle Energieterme mit Ausnahme der Energieanteile 
'c und Ep, werden fir den Fall N=Z= A/2 berechnet. In E¢ und Ep, die zu Z? 
zw. zu Z4!3 proportional sind, setzen wir nicht Z=A/2, sondern den durch 
lie erste Naherung erhaltenen Z-Wert aus I ein. 

Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich fiir die Energieanteile Ex, Ey, 
7c und Ep mit Hilfe der Formeln (107)—(113) in I, wenn man in diesen mit Hilfe 
ler Formeln (72) in I statt den Funktionen @, und @, die Dichtefunktionen 
jnfihrt und die Reihenentwicklungen der Integranden nach Potenzen von 7 
1ach dem Glied mit 1? abbricht 


pempets fos + 5») dv = mls) Gana (1— =) Ae? (1+ = 93) & = 
ri (60) 
— 0,04630 (1 Lg {) Actes +. 0,01029 Acre, , 


E,;=% Sle, ey + @ (=) | dv = aaa Av9¢2(1 x : o*) — 


— 0,1297 AV3c2e, + 0,05764 Alco, 


(61) 


2 a2) (fe a go(t’)I1— ult) gy gy” = 


Pius a 
fond in— | 


ae 5/3 22 . —_ a 5 2 = 
(32)2/3(72m4)1/6 (=) of (2 pe Mi 12” } ig 


(62) 


: 0.003000 —2— 0,0007500 —2— cc? 
j® A Aus Se “A 


= 0,009000 


Z 
Al 
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Ba = — $Y Yaa Let 945 oe 


413 


3 oF eo — 0,0005937 


co ey. 


= — 0, 006106 Z — ~ cy = 0, wos0ssZ” 
Al Al 


Zur Berechnung von E, hat man zunachst o, und @, zu ermitteln. Mit 
Riicksicht darauf, dass wir uns auf den Fall N=Z=A/2 beschranken, findet 
man, wenn man die Reihenentwicklung nach Potenzen von 7 nach dem Glied 
mit 1? abbricht | 


orm oy (Ltz 27-97) er=ea(l—za—57F}» (6H) 


wo @, die folgende Bedeutung hat 
opxtls 

@ = (3m°)1/3 rq (2 2) (65) 

Mit (64) ergibt sich fiir die im folgenden vorkommenden beiden Ausdriicke 


1 
2 (@n + @p) und 3 (@n — @p) 


i 


1 1 1 

3 (@n + @p) = @ (1 ~9 7?) , 2 (@n — @p) = gor (66) 
Wenn wir wieder die Glieder mit dritter und héherer Potenz von 7 ver: 

nachlassigen, so lassen sich mit Hilfe dieser Ausdriicke und der Naherungs: 

forme!n (27) und (29) die im Integranden von EF, vorkommenden Funktioner 

folgendermassen vereinfachen 


fleonoy) = sanz [e(2* $92) — g (2° 9) + (on — og)? W222) — 


240° 2 
eo 2 7 (@na @p\) 
(On + ep)? bh (722) = (67 
= 1 H 2 4 5 6 bit: 
= saa[slan) — 58'(or)oon? + 5 (bof + 40,08 + 46q0%) 72], 


BO = asl) + (04) (5 0—5 7) + ree oe “|, (68 


flep.op) = so—[ (0) — (o0)o(5 1 +5 1) + qps"(adotn?]. (69 


Mit Hilfe dieser Ausdriicke erhalt man fiir den Integranden in E, 
Af(@n,@p) + f(@n»n) + f(@p,op) = (70 


Fa { 8() +i [85.0% + (8b, — 3ay)@§, + 86,07, + 4a,o% + 9a,08 |n?}) 


~s 
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Mit diesem Ausdruck ergibt sich fir E,4 


nn A 
ta = ERP + ER" ER? = — eq | (AflOn@p) + flOn@n) + flopsp)] dv = 
0 


36/3 1/2, 2) a a 
7 28 KAeteo| (1 za) 256 (qu + gcqua ° } pga recta ae 
(71) 
o? m2 8b, 10 8b, — 3a, 15 8b, 22 , , 4a, 31 
ae wage set gg 36° ta ean” + e.e A 
Sd EB, i 42 e)]. 
16-93 81 


Die Gesamtenergie E des Kerns kann man also folgendermassen dar- 


ellen 


E=Ex+E,;+Ea+ Ect Er=Eyt+ Ey + Ep’, (72) 


D E,, E, und E, folgende Bedeutung haben 


2 by P 1 HyZeornds 
= pols) Genes 4% 0+ aaa ya 4" Peo + (gayaTa(7BaayiTe 4 a) 


~ spe 3% . (F) ee “sd (A) Adee, (2 34) 356 (ar oF 


7 


a 
tae ety gan @ + g-gn é), 


* 1 1 mR 2Z 2 L 27 22 4/3 
p _. 3. (32)4/8 (iaaayns 4 (<j ) c&y + 3 9048-312 A(=) CEQ > (74) 


3 oe 


q 2 3 We A Alls, 2 
2=5 als) Gays e+ 5 a fae 


1 1 eet R in tp Tout oi 2Zy2 
T 72 (32)@9 (Tanti A (7) £0 ~~ 72 9048 - 31x A(z) ae 


(75) 


36 (3)? 1 2/2(8b, 10 , 8b,— 3a, 15 
(; =) A KAC eos T. Tee: ain 


STN 53/2 25 2.68% 36° 


Bh, 22 4a, 31 Qa, 42 , 
Tape 79° +a. 64° 116-988 ai“): 


\ 


5 Acta Physica II-3 


ra 
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Der Variationsparameter o wird aus der Minimumsforderung der Energi 


d. h. aus der Gleichung 
OE) (7 


bestimmt. Aus dieser folgt 


(0 


. 77) 
2E, | 


| 
Wenn man diesen Ausdruck fiir o in den ganz rechts stehenden Ausdruel 
| 


in (72) einsetzt, so erhalt man fir die Energie des Kerns 
| 


2 
FesEjsccd-s (78) 


2 


E, ist die Energie des Kerns in erster Naherung, d. h. in dem Fall, dass ma) 
zwischen den Dichteverteilungen der Neutronen und Protonen keinen Untei 
schied macht, also c=0 setzt. Die durch eben diesen Unterschied bedingte Ene) 


gievertiefung betragt nach (78) 


Die Gréssen E,, E, und E, enthalten noch die Parameter c und A. F 
diese kénnte man die im vorangehenden erhaltenen Werte einsetzen. Da ahe 
die im vorangehenden durchgefihrte erste Naherung (y=0) mit der hier beha 
delten ersten Naherung (70), zufolge der hier gemachten Vernachlassigui 
einiger Korrektionsglieder im Energieausdruck, nicht identisch ist, erweist 
sich als zweckmassig diese Parameter neu zu bestimmen. Gemass des zugrun 
gelegten Ansatzes (56), (57), sollte dies in der Weise geschehen, dass wir c dui 
die Minimumsforderung der Energie der ersten Naherung, d. h. durch 

_ Minimumsforderung von E, festlegen. Eine Erweiterung des Ansatzes (5 
(57) ergibt sich, wenn man c picht aus der Minimumsforderung von E, sond«| 


2 
aus der Minimumsforderung von - = E,— pom bestimmt. Dies bedeutet namli 


dass wir in (56) und (57) fiir gy nicht die Nucleenendishitt der ersten Naheriif 
einsetzen, sondern neben 7 auch Qo Variieren. Wie sich zeigt, fiihrt dies praktiff 
zu vollkommen demselbén Resultat fiir c und somit auch fir o und ABE, | 
wenn man c aus der Minimumsforderung von E, bestimmt. Hieraus kann 1} 

folgern, dass sich der urspriingliche Ansatz (56), (57) dem Wesen des Probl it 
gut anpasst. Der Parameter A wird wieder so bestimmt, dass die auf diese Ws 
erhaltenen Kernenergien mit den empirischen médglichst gut iibereinstimr i) 
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> sich zeigt, wird diese Bedingung erfillt, wenn man far A denjenigen Wert 
alt, fir den das Energieminimum von E, mit dem in I bestimmten Energie- 
+ der ersten Naherung im Falle des Kerns A=200 ibereinstimmt®. Der so 
timmte Wert betragt 

A=4,0964. (80) 


Werte c, o, Ey, AE, und AE,/E, sind fiir mehrere Kerne in der Tabelle II 
ammengestellt. 


TABELLE II 
| Die Energievertiefung und die Werte der Variationsparameter, die man_ bei einer 
einander unabhiingig durchgefiihrten Variation der Neutronen- und Protonendichten im 
Falle N = Z= A/2 erhilt. 


0,0183 0,0256 0,0321 


—8,1183 


—7,6045 —8,0343 


—0,0019 | —0,0071 | —0,0182 | —0,0293 


0,03% 0,09% 0,22% | 0,36% 


Wie man aus den Daten der Tabelle sieht, ist die Vertiefung der Energie, 
man durch die auf die weiter oben angegebene Weise von einander unab- 
gig durchgefiihrten Variation der Neutronen- und Protonendichte erzielen 
n, sehr gering und wachst in Richtung schwerer Kerne. 

Fir die Dichteverteilung der Neutronen und Protonen erhalt man gemiss 


|), (51), (56) und (57) 


1 1 F 

Qn — Ono(1 +7) = 2 Qo(1 + i ig a(1 + 7 — 2x") , (81) 
1 1 

Gp = Grol —7) = 5 ll — m= 5 oll — & + Beal) (82) 


olge der sehr kleinen Werte, die sich fiir o ergeben, erweist sich die Differenz 
schen g, und g, im Inneren des Kerns als sehr klein ; im Kernmittelpunkt 
ragt die Differenz gerade Qo, also z. B: im Falle des Kerns A=200, rund 
_In den ausseren Gebieten des Kerns, wo das Glied 2c0x2in den Klammern 
$1) und (82) an Bedeutung gewinnt, wird jedoch der relative Unter- 
ied zwischen 0, und gp betrachtlich. Da sich o als eine positive Grésse ergibt, 
aprechen die Resultate durchaus den Erwartungen, indem sich im Inneren 
Kerns g, kleiner als Qn und im Ausseren grésser als g, erweist. 
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Im Ausdruck von gp scheint auf den ersten Blick eine Schwierigkeit auf-_ 
zutreten, namlich die, dass die Nucleonendichte @,,, die naturgemass nur positive 


1/2 

Werte annehmen kann, bei x = (Es verschwindet und fir gréssere x- Wert 

o 

als diese Wurzel negativ wird. Praktisch istaber dieses Negativwerden von @y 
| 


ganzlich bedeutungslos, denn z. B. bei dem Kern A=200 ergibt sich fir 
den x-Wert, bei dem g, verschwindet, x~3,6, dem r=13r, entspricht. Dieser 
x, bzw. r-Wert ist so gross, dass bei diesem die Neutronendichte ¢, = 5 Go wie 
man sich an Hand der Formel (54) sofort iiberzeugt, auf den e~**-ten Teil hres 
Wertes im Kernmittelpunkt 5 op herabfallt. Ausserhalb dieses kritischen Radius i 
befindet sich also ein praktisch vollkommen unbedeutender Bruchteil cine] 
Neutrons von der Gréssenordnung 10~**. Fiir die anderen Kerne liegen ahnliche 
Verhaltnisse vor. Man kann auch diese rein formale Schwiérigkeit des Negativ- 
werdens der Neutronendichte umgehen, wenn man in (51), bzw. (81) und (82) 
fiir Ono UN Qp) Nicht den hier gebrauchten vereinfachten Ausdruck 3 Go sondern | 


die im § 2 der vorliegenden Arbeit bestimmten Dichtefunktionen 


3 2 
- Ono ,—3x2 3 po —3x2 
= ——___——_ ¢@ 1+ 2) 3, — so al 2) 3 83)) 
ono = 38 P, (L+ y=)", ep = soap, (1+ ya?)*  ( ) 


einsetzt. Bei Zugrundelegung dieser Dichtefunktionen verschwindet Q, nicht, 
Fir den’ Kern A=200, N=Z=A/2 sind die Dichtefunktionen @, und @, 
gemiss den Formeln (81) bzw. (82) in Fig. 3 dargestellt. Als Abszisse wurde stati 
x die Entfernung vom Kern 
Bt? ___ 92/391/2(9_7)1/6 ust ah g(a Pad 1/3 
Sa PRA lark 31/2(Qqr)1/8_A <r = (75) _ ro bo (84 
eingefihrt ; als Einheit wurde rp gewahlt. 
In Fig. 4 ist fiir denselben Kern die radiale Neutronen- und Protonen 


verteilung 
Dn = 4ar* en » Dp = 4x10 (85 


eingezeichnet. Bei den radialen Dichteverteilungen treten zufolge der Multipl 
kation mit r? die vom Kern weit entfernten Gebiete starker hervor, wodurc 
in den dusseren Gebieten des Kerns der Unterschied zwischen den beiden Dicht 
verteilungen besser veranschaulicht wird. 

Der hier fiir den Kern A=200, N=Z=A/2 dargestellte Unterschjed zw | 
schen der Newtfonen- und Protonendichte ist beim statistischen Kernmodell auc 
fiir die anderen Kerne typisch, und zwar steigt der relative Unterschied zwische 
der Neutronen- und Protonendichte in Richtung von den leichten Kernen :i 


den schweren an. 
y 
t 
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Der hier gemachte Ansatz (58) fiir 7 ist der méglichst einfachste, den man 
us dem allgemeinen Ansatz (52) herleiten kann. Es erhebt sich nun noch die 


| 3 2 i 0 i — 
‘ig. 3. Vergleich des Verlaufes der Neutronen- und Protonendichte im Kern A = 200, N= Z= 
= A/2. r in ro-Einheiten, Qn und @p in :/r3,-Einheiten. 


Neutronendichte @n, 
acecporirs Protonendichte Qp. 


/ ‘ig. 4. Vergleich des Verlaufes des radialen Neutronen- und Protonendichte im Kern A = 200, 
N=Z= A/2. r in r)-Eimheiten, Dn und Dp in 1/r,-Einheiten. 


—radiale Neutronendichte Dn, 
ape ai radiale Protonendichte Dp. 


‘rage, ob die mit diesem einfachen Ansatz erhaltenen Resultate das tatsachlicke 
Inergieminimum ausreichend approximieren. Zur Entscheidung dieser Frage 
iaben wir den Ansatz (58) fiir 7 erweitert, indem wir 


by Barats? (VE Ba) (86) 
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setzten, wobei wir t neben o als einen weiteren Variationsparameter betrach- 
teten. Dieser Ansatz wurde gewahlt, da sich die Rechnungen mit diesem ganz 
besonders einfach gestalten. Es ergibt sich, dass sich die mit diesem erweiterten | 
Ansatz erhaltenen Resultate fir 7 und AE von denen, die man mit dem ein- 
fachen Ansatz (58) erhalt, nur wenig unterscheiden. Hieraus kann man schliessen, | 
dass die durch den Ansatz (58) erhaltenen Resultate die fiir unser Kernmodell 
bestehenden wirklichen Verhaltnisse geniigend genau approximieren. 


5. Diskussion der Resultate 


Wir wollen nun noch die Resultate der vorliegenden Arbeit kurz bespre- 
chen. Das wesentlichste Resultat der vorliegenden Arbeit ist unserer Ansicht 
nach, dass sich fir die Dichteverteilung der Nucleonen auch in der zweiten 
Naherung im wesentlichen eine Gaussche Verteilung ergibt, und der Unter- 
schied zwischen der ersten und zweiten Naherung unbedeutend ist. Hieraus 
kann man schliessen, dass im Fall einer Yukawaschen Wechselwirkung zwischen 
den Nucleonen die Dichteveteilung der Nucleonen von den leichtesten bis zu 
den schwersten Kernen im wesentlichen eine Gausssche Verteilung ist. Dieses 
Resultat ist eimigermassen tiberraschend, denn in den mesiten Arbeiten wird 
nur far die Dichteverteilung der leichten Kerne eine Gausssche Verteilung 
vorausgesetzt, fiir die schweren Kerne aber wird eine Verteilung angenommen, 
die im Inneren der Kerne vollkommen konstant ist, und in einer verhaltnis- 
massig schmalen Ubergangsschicht als eine Gausssche Verteilung abklingt. 
Im Gegensatz zu diesen Annahmen ergibt sich hier, dass im Falle einer Yuka- 
waschen Weehselwirkung die Dichteverteilung nicht nur fir die leichten, son- 

~dern auch fiir die schweren Kerne im wesentlichen eine Gausssche Verteilung 
‘ist.Um die Sachlage ganz deutlich zu machen, sei erwahnt, dass wir auch fir 
die im Inneren des Kerns konstante und in den Randgebieten in Gaussscher 
Weise abklingende Dichteverteilung die Energie berechnet haben. Eine solche 
Verteilung ergibt sich mit dem Ansatz (6) fir y~1,0 und es zeigt sich, dass die 
Energie dieser Verteilung pro Nucleon fir den Kern A=200, Z=85 um rund 
0:25 MeV hoher liegt als die Energie, die man mit der rein Gaussschen Verteilung 
erhalt. : j 

Ein weiteres Resultat der vorliegenden Arbeit ist die Feststellung des — 
Unterschiedes zwischen der Neutronen- und Protonendichte. Dieser Unterschied 
erweist sich als sehr klein und andert praktisch nichts an dem urspriinglichen | 
Charakter der Dichteverteilung, d. h. sowohl die Neutronen- wie die Protonen- 
verteilung bleibt im wesentlichen eine Gausssche Verteilung. 

Untersuchungen zur Bestimmung des Unterschiedes zwischen der Neutro- 
nen- und Protonenverteilung wurden schon bedeutend friiher von Feenberg® 
‘durchgefiihrt. Nach seinen Resultaten entsteht durch die elektrostatische 
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Coulombsche Wechselwirkung der Protonen am Kernrand eine Anhaufung der 
Protonen und der Neutronen, die durch die Protonen, zufolge der gegenseitigen 
Anziehung zwischen Neutronen und Protonen, zum Teil mit den Protonen nach 
dem Kernrand hin gezogen werden. Dies ist im Widerspruch mit unseren Resul- 
taten. Der Grund dieser Diskrepanz ist darin zu suchen, dass die Ausgangs- 
verteilung, die der Stérungsrechnung von Feenberg zugrunde liegt, eine voll- 
kommen konstante Verteilung ist, die sich bei einer alleinigen Beriicksichtigung 
der Austauschenergie E.4 und der Fermischen kinetischen Energie Ex ergibt, 
wahrend in unserem Fall die Ausgangsverteilung eine unserer Ansicht nach 
bedeutend genauere Gausssche Verteilung ist, die durch die Beriicksichtigung 
aller Energiean'eile bestimmt wurde. Bei uns ist also die Coulombsche Wechsel- 
wirkung der Protonen schon in der ersten Naherung beriicksichtigt, wahrend 
diese bei Feenberg erst durch eine Stérungsrechnung in Betracht gezogen wird. 
Unserer Ansicht nach ist die Stérungsrechnung von Feenberg, in der die ver- 
haltnismassig grosse elektrostatische Coulombsche Wechselwirkungsenergie 
als Storungsenergie betrachtet wird, nicht geniigend genau und wiirde bei einer 
konsequenten Weiterfiihrung unser Resultat approximieren. Bei der Behandlung 
dieser Probleme ist es wichtig, dass man die Rechnungen mit sehr grosser 
Genauigkeit durchfihrt, da die Energie des Kerns fiir kleine Anderungen der 
Nucleonendichte sehr unempfindlich ist. 

Die Resultate fiir die Kernenergie entsprechen durchaus den im § 12 von 
I diskutierten Erwartungen. Die durch die in der vorliegenden Arbeit im § 2 
und § 3 entwickelte zweite Naherung und durch die im § 4 durchgefiihrte von 
einander unabhangige Variation der Neutronen- und Protonendichte erzielte 
Energievertiefung ist sehr klein. Insgesamt betragt sie fiir schwere Kerne rund 
1%, fiir leichte Kerne ist sie gainzlich unbedeutend. Diese Energievertiefung 
der schweren Kerne fihrt zu einer geringen Verbesserung des in I erhaltenen - 
Energieverlaufes. 

Die numerischen Rechnungen haben meine Assistenten Frl. 0. Kunvari, 
Frl. E. Mégori, Herr B. Molnar und Frl. EF. Szabé durchgefihrt ; die Figuren 
hat Herr Assistent Ing. L. Zelenka gezeichnet. Fiir Ihre Arbeit méchte ich ihnen 
auch an dieser Stelle meinen Dank aussprechen. 
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UBER DIE DREHIMPULSVERTEILUNG 
DER NUCLEONEN IM KERN 


Von 
-P, GOMBAS 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 
(Eingegangen: 28. IX. 1952) 


Auf Grund des statistischen Kernmodells werden mit Hilfe der in zwei vorangehenden 
rbeiten bestimmten Dichteverteilung der Nucleonen im Kern die Neutronen- und Protonen- 
ahlen festgestellt, bei denen erstmalig der Einbau eines s-, p-, d-, ... Neutrons bzw. Protons 
, den Kern erfolgt. Diese Nevtronen- und Protonenzahlen stimmen gut mit denjenigen iiberein, 
ie man aus dem wellenmechanischen Schalenmodell des Kerns erhilt. Hervorzuheben ist, 
ass sich diese Zahlen fiir Neutronen und Protonen, auch bei Beriicksichtigung der Verschieden- 
eit der Dichteverteilungen der beiden Teilchensorten, in Ubereinstimmung mit dem empiri- 
shen Befund als identisch erweisen. 


§ 1. Einleitung und Zusammenfassung 


Es ist eine wohlbekannte Tatsache!, dass es gewisse ausgezeichnete Neutro- 
en- und Protonenzahlen gibt, fir welche dieKerne neben anderen physikalischen 
tharakteristika eine besondere Stabilitat aufweisen. Diese ausgezeichneten 
jahlen (»magic numbers«) sind die folgenden: 2, 8, 20, 28, 40, 50, 82, 126. 
Jiese Zahlen sind far Neutronen und Protonen dieselben, d. h. sowohl die Kerne 
nit diesen Neutronenzahlen und variabler Protonenzahl, als die Kerne mit diesen 
drotonenzahlen und variabler Neutronenzahl heben sich gegeniiber den Nach- 
varkernen heraus. 

Diese ausgezeichneten Zahlen konnten auf Grund des wellenmechanischen 
\chalenmodells des Kerns einerseits von Haxel, Jensen und Suess* und ander- 
eits von Goeppert-Mayer® zwangslos erklart werden. Diese; Modell wurde von 
liesen Autoren auf Grund wellenmechanischer Vorstellungen mit der Annahme, 
lass die einzelnen Nucleonen im Kern durch ein Oszillatorpotential gebunden 
ind, entwickelt. In diesem Modell sind sowohl] die Neutronen wie die Protonen 
a Schalen angeordnet, die mit den Elektronenschalen der Elektronenhiille des 
\toms eine gewisse Abnlichkeit aufweisen. 

Es wurde von mehreren Autoren der Versuch angestellt diese ausge- 
eichneten Zahlen auch auf Grund des statistischen Kernmodells zu erklaren‘. 
‘ofort nach dem Erscheinen dieser Arbeiten hat Paneth® darauf hingewiesen, 
lass eine Erklarung dieser Zahlen auf Grund der statistischen Theorie des Atom- 
erns nicht méglich sei, da in der statistischen Theorie eben zufolge ihres statisti- 
chen Charakters eine durch energetische Verhiltnisse bedingte Schalenstruktur, 
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d. h. Stabilitat des Kerns keinesfalls in Erscheinung treten kann. Wir schlie 
sen uns dieser Auffassung von Paneth vollkommen an. 

Wenn wir auch der Ansicht sind, dass das statistische Kernmodell keine 
falls unmittelbar einen Aufschluss iber die ausgezeichneten Zahlen geben kan: 
so lasst sich mit Hilfe des statistischen Modells immerhin eine mit den ausg 
zeichneten Zahlen in sehr engem Zusammenhang stehende wichtige Verteilung 
funktion, namlich die Drehimpulsverteilung der Neutronen, bzw. Proton 
feststellen. Insbesondere einfach erweist es sich diejenigen Neutronen-, bz 
Protonenzahlen zu ermitteln, bei welchen die s-, p-, d-, ... Neutronen, bz 
Protonen erstmalig in den Kern eingebaut werden. Diese Neutronen- wi 
Protonenzahlen zu bestimmen ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. 

Dass die Drehimpuls-Verteilungsfunktion bis jetzt nicht ermittelt wur 
hat seinen Grund offenbar darin, dass man keine willkirfrei bestimmte Dich 
funktion der Nucleonen im Kern besass, die bei der Berechnung dieser Vert 
lungsfunktion eine wesentliche Rolle spielt. Wir haben nun in zwei vorany 
henden Arbeiten® unter der Voraussetzung, dass zwischen den Nuc 
onen Yukawasche Krafte wirken, mit dem Ritzschen Variationsvezfahi 
die Energie und die Nucleonendichte der Kerne festgestellt und kénnen je 
die Drehimpulsverteilung der Neutronen und Protonen mit dieser Nucleon: 
dichte berechnen. Die Resultate sind sehr befriedigend, indem die von 1 
bestimmten Neutronen- und Protonenzahlen, bei denen erstmalig der Eint 
eines s-, p-, d-, ... Neutrons, bzw. Protons erfolgt, gut mit den aus dem well 
mechanischen Schalenmodell sich ergebenden entsprechenden Zahlen il 
einstimmen. Erwahnenswert ist, dass bei Zugrundelegung der zweiten Naher' 
der Dichteverteilung die Ubereinstimmung verbessert wird. Die zweite Naher 

der Dichteverteilung fihrt also nicht nur im Falle der Kernenergie, sond 
auch in diesem Fall zu einer Verbesserung der Resultate. 

Besonders hervorheben méchten wir, dass sich mit den von uns bestit! 
ten Dichteverteilungen die Neutronen- und Protonenzahlen, bei denen | 
malig der Einbau eines s-, p-, d-, ... Neutrons bzw. Protons erfolgt, als gl! 
erweisen trotz der Verschiedenheit der Dichteverteilungen der Neutronen 
Protonen. Die Ubereinstimmung dieser Neutronen- und Protonenzabler| 
im besten Einklang mit dem empirischen Befund. Empirisch unmittelbar } 
gestellt ist zwar nicht die Ubereinstimmung dieser Neutronen- und Protcs 
zahlen, sondern die der eingangs erwahnten ausgezeichneten Zahlen (»n 
numbers«) fir Neutronen und Protonen, bei denen je eine Neutronen-, 
Protonenschale abgeschlossen wird. Aus der Ubereinstimmung dieser letz) 
Zahlen fiir Neutronen und Protonen folgt aber auf Grund des wellenmechanis 
Schalenmodells auch die Ubereinstimmung der ersteren. ‘ 

Solange man die Dichteverteilung der Neutronen und Protonen als 4? 
voraussetzt (§2), verlaufen die Rechnungen fir Neutronen und Protonen} 
kommen parallel, so dass es geniigt die Rechnungen fiir eine der beiden}: 
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shensorten durchzufiihren. Erst bei der Beriicksichtigung des Unterschiedes 
;wischen der Neutronen- und Protonendichteverteilung (§ 3) ist es notwendig 
Jie Neutronen und Protonen gesondert in Betracht zu ziehen. 


§ 2. Berechnung der Drehimpulsverteilung der Nucleonen 


Wir setzen uns zum Ziel auf Grund des statistischen Kernmodells die 
Anzahl der Neutronen und Protonen im Kern zu bestimmen, denen ein Dreh- 
impulshetrag zwischen M und M-+-dM zukommt. Da wir in diesem Paragraphen 
die Neutronen- und Protonenverteilung als gleich voraussetzen, verlaufen die 


Fig. 1, Zur Berechnung der Drehimpulsverteilung der Nucleonen 


Rechnungen fiir Neutronen und Protonen gleich, so dass wir uns hier auf eine 
der beiden Teilchensorten, z. B. auf Neutronen beschranken kénnen. Die Her- 
leitung der Drehimpuls-Verteilungsfunktion verlauft auf dieselbe Weise wie 
die von Fermi’ gegebene Herleitung der entsprechenden Verteilungsfunktion 
der Elektronen in der Elektronenhiille des Atoms. 

Der Gedankengang, der dieser Herleitung zu Grunde liegt, ist kurz der 
folgende. Wir zichen die Neutronen am Ort® 1 in der Volumeneinheit in Betracht, 
deren Entfernung vom Kernmittelpunkt | t| =r betragt. Die ors dieser 


3 
(Neutronen fiillen im Impulsraum eine Kugel vom Radius py, = (=) hos” 


aus, wo ¢,, die Neutronendichte bezeichnet. Wenn wir die zum Ortsvektor t senk- 
rechte Impulskomponente mit p, bezeichnen, so ergibt sich fir den Betrag des 
Drehimpulses 


M=rpn. (1) 


Die Anzahl der Neutronen pro Volumeneinheit, dg}, deren Drehimpuls- 
betrag zwischen M und M+dM liegt, erhalt man, wenn man das Volumen 
des in die Impulskugel geschriebenen:Hohlzylinders (man vgl. Fig 1) vom inneren 
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Radius p, und der Dichte dp, mit 2/h* multipliziert, wo wir mit h die Planksche 
Konstante bezeichnen. Mit Riicksicht auf (1) folgt 

2 Sap (3h? \2/8 M21/2 M { 

don = 72 (Pu — Pn)? 20pndpn = wal (ae en) oe) za OM. (2) 
Wenn man diesen Ausdruck mit dem Volumenelement des Koordinatenraumes” 
dv=4Anr°dr multipliziert und tiber alle Werte von r integriert, fiir die der Aus- 
druck unter der Wurzel positiv ist, so erhalt man die Gesamtzahl der Neutro- 
nen, deren Drehimpuls zwischen M und M+4dM liegt. 
Wenn wir ausserdem noch statt M die azimutale Quantenzahl k durch 

den Zusammenhang M = ke der alten Quantentheorie einfihren, so ergibt 

a 


sich far die Anzahl der Neutronen, deren azimutale Quantenzahl zwischen 
k und k-+dk liegt 
Ts 


dN, = = k ax [(32onr8)2!3— ka}? = (3) 


fhe 
r, ist die kleinere und r, die gréssere Entfernung vom Kernmittelpunkt, fir die 
der Ausdruck unter der Wurzel im Integranden verschwindet ; fir r-Werte, 
die zwischen r, und r, liegen, ist dieser Ausdruck positiv. Die.azimutale Quanten- 
zahl k kann naturgemass nur diskrete Werte annehmen. Bekannterweise ergibt 
sich der beste Anschluss der alten Quantentheorie an die Wirklichkeit, wenn 
man far k halbzahlige Werte und zwar 


k=1+5 (4) 


setzt, wo I die Nebenquantenzahl bedeutet. Wenn wir statt der azimutaler 
Quantenzahl k die Nebenquantenzahl | einfihren und k bzw. | zunichst ali 
kontinuirliche Veranderliche betrachten, so folgt far die Verteilungsfunktior 
F()) die die Verteilung der Neutronen auf die Nebenquantenzahl angibt 


Tr 


ro 8S 9 flow 


Tr 

ist r 
Wir fahren in F(J) statt gq die durch (72) in I definierte dimensionslos 
Funktion ; 
@n = (3212)2!8790,1/8 ( 
und statt r die durch (134) in I definierte dimensionslose Verinderliche 
1 r ‘ 
( 


x= a 
17a 
Pcie 


“wed e | 
ein und verweisen beziiglich der Konstanten r und a, die — nebenbei bemerkt -' 
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der Endformel herausfallen, auf I. Mit den neuen Variablen o, und x lasst 
F(]) folgendermassen schreiben 


FQ) == (21+ v| [2 ott—ety] =, (8) 


x, und x,-den Radien r,, bzw. r, entsprechen, d.h. die beiden Nullstellen des 
druckes unter der Wurzel sind. 

Die Funktion , wurde in I und II in erster bzw. zweiter Naherung 
‘immt. Da sich die zweite Naherung von der ersten nur sehr wenig unter- 
sidet, wollen wir fir @, zunachst den Ausdruck der ersten Naherung [man 
_ (136) aus I} 


Gn = (9) "8NU 3a e—* (9). 


setzen, wo N die Anzahl der Neutronen im Kern bedeutet. Mit (9) ergibt 
1 aus (8) 


32/3 “7 eae dx 
Fil) = 6 -21/2(=) INTIS GHB Jie axai—a)* at (10) 
%y 
1 (3\1/3 (21 + 1)? 
a=36(5) met) 


Aus dieser Gestalt der Verteilungsfunktion kann man—ganz ahnlich wie 
s Sommerfeld? im Fall der Elektronenhiille getan hat — ohne Integration 
ort feststellen, bei welchen Neutronenzahlen der Einbau von Neutronen mit 
er vorgegebenen Nebenquantenzahl / in den Kern beginnt. Hierzu wollen 
- den Ausdruck unter der Wurzel im Integranden etwas naher ins Auge 
sen. Das erste Glied dieses Ausdruckes ist eine Glockenkurve, die bei x= 12"? 
“Maximum von der Hohe 1/(2e) aufweist. Wenn a grésser ist als dieses Maxi- 
im, so ist das Integral und somit auch F()) gleich Null, da in diesem Fall 
» Ausdruck unter der Wurzel fir alle Werte von x negativ ist. Das Integral 
fert also nur dann von Null verschiedene positive Werte, wenn a kleiner ist 
das Maximum der Glockenkurve. Der kleinste a-Wert, fiir den das Integral 
(10) und somit auch F‘(1) verschwindet, ist also mit dem Maximum der Glocken- 
rve gleich. Durch Gleichsetzen des Ausdruckes (11) fir a mit dem Maximum 
t Glockenkurve ergibt sich der Zusammenhang ' 


1 /3\¥3 (0+ )%_ 1 ‘, 
2 GY el 3 a 
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durch den diejenigen Neutronenzahlen festgelegt werden, bei welchen der hi 
bau von Neutronen mit einer vorgegebenen Nebenquantenzahl / in den Ke 
gerade beginnt. Fir diese erhalt man aus (12) : 


’ 


Nex vale) | eet + 1)3 = 0,0573 (21 + 1). a 

Die mit dieser Formel erhaltenen N-Werte sind in der zweiten Zeile d 
Tabelle 1 und die zu diesen nachst hdher liegenden ganzen Zahlen, die wir 
[IN] bezeichnen, sind in der dritten Zeile der Tabelle 1 angegeben. Diese Zahl 
stimmen gut mit den in der sechsten Zeile der Tabelle 1 angefihrten N-Wert 
iiberein, bei welchen im wellenmechanischen Schalenmodell zum ersten Mz 
s-, p-, d-, ... Neutronen in den Kern eingebaut werden. ; 

Wir wollen nun fir @, in (8) den Ausdruck der zweiten Naherung é 


setzen. Dieser lautet 


Es 
@n = (9x)"!6N1/3a pais e* (1+ yx*), (1 
wo P, das folgende Polynom 
a 3 Dh gtyse 
LR ae Be ora + a5 Y° (J 


bezeichnet und a sowie y Variationsparameter sind, die in II bestimmt wurden. 
Wie in II gezeigt wurde, unterscheidet sich (14) von (9) nur sebr wenig und zy 
tritt ein merklicher Unterschied nur fiir N40 auf, fiir N40 ist der Unt 
schied ginzlich unbedeutend. Die in der Tabelle 1 angegebenen Zahlen N 
der ersten Naherung werden also durch die zweite Naherung nicht beeinflus 
Die Neutronenzahlen N>40 werden aber durch die zweite Naheru 
etwas abgedndert und zwar besteht die Korrektion — wie man sich dut 
Einsetzen des Ausdruckes (14) in (8) sofort tiberzeugt — darin, dass in (1 
statt e **x? jetzt e °**x2(1+-yx2)? tritt. Fir die gesuchten N-Werte ist a 
jetzt das Maximum dieser lotzteren Funktion massgebend. Dieses Maxim 
hangt vom Variationsparameter y ab, der seinerseits eine Funkt 
der Neutronenzahl N ist. Die exakte Abhangigkeit formelmassig dar: 
stellen ist nicht méglich. Man kann aber fir die Abhangigkeit des Ma 
mums von N einen einfachen analytischen Naherungsausdruck angeben, d 
man so erhalt, dass man fir einige N-Werte z. B. fiir N=40, 60, 100, 120: 
Maxima der in Frage stehenden Funktion bestimmt und dann einen mdglic’ 
einfachen analytischen Naherungsausdruck ermittelt, durch den diese Maxii 
als Funktion von N méglichst genau dargestellt werden. Wie sich zeigt, 51 
diese Maxima nur hichstens um einige Prozente grésser als das Maximn 
1/(2e), das rean im Fall der ersten Naherung erhalt. Mit Riicksicht hier: 
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‘sich die Maxima der zweiten Naherung als Funktion von N in der Weise 
len, dass man das Maximum der ersten Naherung 1/(2e) mit einem Kor- 
nsfaktor nur wenig grésser als 1 multipliziert. Wie man sich leicht tiber- 
kann man die Maxima der zweiten Naherung fir N=40 in sehr guter 


ung durch den folgenden Ausdruck** 
= [1 + (0,008897.N?/2— 0,0541)] (16) 


len. Bei diesem Ausdruck kommt es auf das in der ( ) Klammer stehende 
ktionsglied an, das durch (16) mit einem kleineren Fehler als 5% darge- 
wird. Da der grésste Wert des Korrektionsgliedes kleiner ist als 1/20, 
dass die Maxima der zweiten Naherung fir N=40 durch den Ausdruck 
nit einem kleineren Fehler als 0,25% dargestellt werden. 

Mit Hilfe von (16) ergibt sich also fir die N-Werte (N=40), bei denen zum 


mal g-,h-,i-, ... Neutronen’” in den Kern eingebaut werden, statt (12) 
estimmungsgleichung 
1/3 2 

= () oe a = [1 + (0,008897N1/2— 0,0541)]. (17) 


lieser Gleichung erhalt man fir J=4, 5 und 6 die in der vierten Zeile der 
lle 1 stehenden Zahlen. In der fiinften Zeile der Tabelle sind die zu diesen 
tt héher liegenden ganzen Zahlen angegeben. 


TABELLE 1 


N Sab a 19,7| 41,8] 76,3 

: 20 42 17 
N f 16] 19,7 

piatetstela’ pie i> = 1 20 


Wie aus der Tabelle 1 zu sehen ist, stimmen die mit der zweiten Naherung 
tenen Neutronenzahlen, bei denen der Einbau der s-, p-, d-, ... Neutronen 
nt, mit den aus dem wellenmechanischen Schalenmodell hergeleiteten 
x itberein, als die mit der ersten Naherung erhaltenen. 

Alle diese Resultate, die wir hier fiir Neutronen hergeleitet haben, 
n auch far Protonen. 


254 P, GOMBAS 


Wir wollen nun auch noch im Falle einer vollkommen konstanten Verteilung die Neutro 
nenzahlen feststellen, bei denen der Einbau der s-, p-, d-, ... Neutronen in den Kern be 
Wir legen eine Neutronenverteilung zu Grunde, die bis zum Kernradius R vollkommen konstam! 


und von dort an 0 ist; es wird also 
3 : 


en = N fir r=R 
4nRS 
und (1 
en =9 fir r>R. ; 
Mit dieser Verteilung ergibt sich aus (5) 
T; 
1 "© (Oar 2/8 2 1/2 d. 
F(Q) = - (21+ »| [4(F) (=) N23 — (21 + iy] sie a 
fg 4 R Tr 
ny 
92/8 


Das Maximum des ersten Gliedes unter der Wurzel liegt hier bei r=R und betriagt 4 (= Ne 


Durch Gleichsetzen dieses Maximums mit dem zweiten Glied unter der Wurzel erhalt man fi 
die gesuchten N-Werte die Gleichung 


4 (2) ne = (21+ 1), (2 


‘woraus 


1 
N = — (21 + 1) = 0,0177 (21 + 1) (2 
18x 


folgt. 

“a Ein Vergleich dieses Ausdruckes mit (13) zeigt, dass die mit der vollkommen konstanti 
Verteilung erhaltenen N-Werte um einen Faktor von rund 0,3 kleiner sind als die mit unser 
Dichteverteilung der ersten Naherung erhaltenen N-Werte, die in der zweiten Zeile der Tabelle 
angegeben sind. Die mit der vollkommen konstanten Verteilung erhaltenen Neutronenzahle 
pei denen der Einbau der s-, p-, d-, ... Neutronen beginnt, sind also viel kleiner als diejenig¢ 
die aus dem wellenmechanischen Schalenmodell folgen. Dasselbe gilt natiirlich auch fir ¢ 
entsprechenden Protonenzahlen. 


§ 3. Beriicksichtigung des Unterschiedes zwischen der Neutronen- und Protone 
verteilung | 


Bisher haben wir die Neutronen- und Protonenverteilung als gleich anj 
nommen und demzufolge fiir den erstmaligen Einbau eines s-, p-, d-, ...Neutre 
bzw. Protons in den Kern fiir beide Teilchensorten dieselben Teilchenzahl 
erhalten. Die Neutronen- und Protonenverteilung im Kern ist jedoch zufo! 
der gegenseitigen Coulombschen Abstossung der Protonen etwas verschied: 
da die Protonen zufolge dieser Abstossung etwas gegen den Kernrand gedrar 
werden. Diesen Unterschied in den Dichteverteilungen haben wir in II bestim 
und fir die Neutronendichte g, und die Protonendichte g, die folgenden A 
driicke 2 

Na® 


wees 
On = lays ° 3°(1 +o — 20x?) , ( 
3 
= e— "(1 —o + 2o0x*) ( 


One ae!2p8 
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alten, wo N die Anzahl der Neutronen und Z die der Protonen bezeichnet 
1 o ein Variationsparameter ist, den wir in II fir mehrere Kerne bestimmt 
en ; r, und a sind dieselben Parameter wie in (6) und (7) und spielen im 
genden wieder keine Rolle. 

Der Parameter o ist klein und wachst mit N bzw. Z; fiir die schwersten 
rne erreicht er einen Wert von der Gréssenordnung 1/20. Dao klein ist, erweist 
2 der absolute Unterschied zwischen den beiden Dichteverteilungen 
klein. Fir N = 100, Z = 100, d. h. fir den Kern A=200, N= Z=A/2, fir 
1 wir in II den Wert c=0,0410 gefunden haben, ist die radiale Neutronen- 


. 2. Die radiale Neutronendichte Dn und radiale Protonendichte Dp, als Funktion von r 
fiir den Kern A—200, N = Z = A/2;r in ry-Einheiten!*, Dz und Dp in 1/ry-Einheiten ; 


tadiale Neutronendichte Dn, 
yt Se. radiale Protonendichte Dp. 


hte D,=420,r? und die radiale Protonendichte D,=4gpr* in Fig. 2 dar- 
stellt, woraus zu sehen ist, dass der relative Dichteunterschied in den 
1eren Gebieten des Kerns klein ist, aber in den Randgebieten stark anwachst. 
Zur Berechnung der Verteilungsfunktion F(I) fir Neutronen und Protonen 
ch (8) haben wir in (8) statt (9) nun die Funktionen 
@n = (32?)!/87,0,1/3 = (9r)1/8N18a e* (1 to — 2o0x*)'/3, (24) 
w. 
Op = (302)"ryQ pt? = (9n)¥8Z2!8a e—** (I—o + 2x?) (25) 


ausetzen. Mit diesen ergibt sich fir Neutronen 


Xen 
3 2/3 te V2 dx : 
F,(1) = 6-212 () N24 Baqi! J [e 2a 2(] +o —2028)2*—an| = (26) 
*in 


“Acta Physica II-3 
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und fiir Protonen 


Xap 
92/3 _ 
Foy ore" (=) hogs | [ota —o 4 2yx2)2/3— ap| = (27) 
X1ip : 
wo @, und a, folgende Bedeutung haben 
1 3\18 (27 + py? 1 73y"3 (27 = 1)2 | 
da = 95 gh qt o> siteieige i) a 2 ae 


Zu integrieren ist wieder iiber alle positive Werte der Integranden. xin, X2n, — 
bzw. X1p, Xpp bezeichnen Integrationsgrenzen, die in (10) x, und x, entsprechen. 
Alles Weitere verlauft ganz analog zu den Vorangehenden. Zur Feststellung © 
der Neutronen- bzw. Protonenzahlen, bei denen erstmalig ein s-, p-, d-, ..- 
Neutron bzw. Proton in den Kern eingebaut wird, haben wir die Maxima der — 


in (26) und (27) unter der Quadratwurzel stehenden Funktionen 


jes) = eo x2] +g —26x*)2/3 = 2X" x2 (1 = eo 50x) 3 (29) é 


{ 


fix) = em 2**92(1 — oo + 2ox?)2!8 = e7 a | _ “0 + 503%) (30) | 
zu bestimmen, wobei wir den auf der 2/3-ten Potenz stehenden Ausdruck nach | 
den zu o proportionalen Korrektionsgréssen in eine Reihe entwickelten, die) 
wir nach dem linearen Glied abgebrochen haben. 
Mit einer elementaren Rechnung findet man, dass das Maximum von f;, 
beim folgenden Wert von x 


, 8 2 D I 
Sins 1 +20 —(1 + 20)|1 sabes: aa 31) 
= ho 426 (LAr 20); do (1 + 2c)? (31) 


liegt. Mit Riicksicht darauf, dass 7 im Verhiltnis zu 1 klein ist, ergibt sich nach 
einer erneuten Reihenentwicklung nach Potenzen von o, die man wieder nach) 
dem linearen Glied abbricht, fiir x, der Wert 
1 4° ye 
m=[s-32)] (62) 
Da sich f, und f, nur im Vorzeichen von o unterscheiden, folgt, dass das Maxi- 
mum von f, an der Stelle 
1 4 \y1a 
xp =[3 (1 +32)| (3) 
liegt. 


Die gesuchten Maxima von f, und f, ergeben sich durch Einsetzen vor 
x, und x, in f, bzw. fp. Wenn man in den so erhaltenen Ausdricken f,(x,) bzw 


fo(xp) den Faktor e~*" bzw. e°P an der Stelle o=0 nach o in eine Reih 
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twickelt, so ist unmittelbar zu sehen, dass in den Maxima von f, und f, die 

o proportionalen Glieder herausfallen, d. h. dass diese Maxima nur von o* 
d héheren Potenzen von o abhangen. Da sich die Maxima von f, und f, nur 
. Vorzeichen von o unterscheiden, bedeutet dies, dass der Unterschied der 
iden Maxima hichstens von der Gréssenordnung o310* ist. Hieraus folgt, 
ss die Neutronenzahlen und Protonenzahlen, bei denen erstmalig der Einbau 
1es s-, p-, d-, ... Neutrons, bzw. Protons in den Kern stattfindet — im besten 
nklang mit dem empirischen Befund — dieselben sind. 


0,20 


tay : +e 


+——.— , ~ 
0 02 04 06 os 1,0 12 14 16 18 20 


Fig. 3. Verlauf der Funktionen f(x) und fp(x) fiir den Kern A=200, N=Z=4A/2. 
— jn 

fp 

Dieses Resultat ist sehr befriedigend und eine Folge dessen, dass die 

axima von f, und f, in die unmittelbare Nahe-und zwar links und rechts des 
‘hnittpunktes x=1/2"? der beiden Dichtefunktionen 9, und g, bzw. D, und 
| p fallen. Wenn dies nicht der Fall ware, so wiirde zwischen den Maxima von 
und f, ein gut merklicher Unterschied bestehen, da der Unterschied zwischen 
und f, mit Ausnahme des Schnittspunktes und dessen unmittelbare Umge- 
ing keinesfalls vernachlassigbar ware. Die Verhaltnisse sind in Fig. 3 ver- 
ischaulicht, in welcher f, und f, als Funktionen von x dargestellt sind. 


* 


§ 4. Diskussion der Resultate 

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass die mit den in I und II 
sstimmten Nucleonenverteilungen erhaltenen Nucleonenzahlen, bei denen der 
inbau der s-, p-, d-, ... Nucleonen in den Kern beginnt, gut mit den Resultaten 
ss wellenmechanischen Schalenmodells iibereinstimmen. Die mit der vollkom- 
en konstanten Nucleonenverteilung hergeleiteten entsprechenden Nucleonen- 
thlen sind ganz wesentlich kleiner. Man kann dies wohl dahin deuten, dass die 
\;\lIkommen konstante Dichteverteilung eine bedeutend schlechtere Approxi- 
ation fiir den Dichteverlauf gibt, als die von uns bestimmte Verteilung. 


5 


P| 
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Wesentlich ist, dass sich in unserem Modell die Neutronenzahlen und di 
Protonenzahlen, bei denen erstmalig der Einbau eines s-, p-, d-, ... Neutrons, 
bzw. Protons in den Kern erfolgt, als gleich erweisen. ee 

Eine Schwierigkeit in der im Vorangehenden durchgefihrten Betrach- 
tungsweise bedeutet, dass im statistischen Modell der Betrag des Drehimpulses 
der einzelnen Nucleonen von Null bis zu einem maximalen Wert kontinuirlich 
jeden Wert annehmen kann, wihrend nach der Wellenmechanik der Betrag des 


Drehimpulses quantisiert ist, und nur der Werte = [I(J + 1)}? i (= O12 ) 
= 


fahig ist. Die Uberbriickung dieser Schwierigkeit ist natiirlich immer mit einer’ 
gewissen Willkiir behaftet. Gemass dem allgemein iblichen Kompromiss zwi- 
schen der Alteren Quantentheorie und der Wellenmechanik haben wir in dem | 
auf halbklassischen Vorstellungen hergeleiteten Ausdruck (5) der Verteilungs- 
funktion und in den aus diesen folgenden Ausdriicken statt [I(J+-1) ]*/? iiberall) 


T= gesetzt. Mit der so erhaltenen Verteilungsfunktion F(I) haben wir dann 


aus dem Verschwinden von F(J) diejenigen Nucleonenzahlen bestimmt, bei 
welchen der Einbau der s-, p-, d-, ... Nucleonen gerade beginnt. | 

Wir hatten auch etwas anders verfahren kénnen, z. B. so — wie dies 
Fermi im Falle der Elektronenhiille des Atoms getan hat — dass wir in dem 
aus (5) resultierenden Ausdruck 


dN,=F(l) dl (34) 


_ dl=1 setzen und N so bestimmen, dass dN,, d. h. die Anzah] der Neutronen mil 
* der Nebenquantenzahl I, gerade 1 sei. Wie aus den ganz analogen Berechnungei 
von Sommerfeld‘ fir die Elektronen der Atomhiille hervorgeht, wirde die 
praktisch: zum selben Resultat fiihren, wie das von uns verfolgte Verfahren zu 
Bestimmung der gesuchten N-Werte. : | 

Unserer Ansicht nach schliesst sich das von uns gebrauchte Verfahre 
der statistischen Betrachtungsweise gut an. Im statistischen Modell des Aton 
kerns sind namlich die Nucleonen kontinuierlich verteilt, sozusagen pulverisier 
Demzufolge kann man im Falle des statistischen Modells nicht in dem Sint} 
vom Einbau eines Nucleons in einen bestimmten Quantenzustand sprech¢ 
wie im Falle des wellenmechanischen Modells. Im wellenmechanischen Mod 
werden die einzelnen — naturgemiss als unteilbar betrachteten —Nucleoni 
in bestimmte Zustande und zwar in s-, p-, d-, ... Zustande eingebaut, wahre!! 
im statistischen Modell die kontinuierlich verteilte Nucleonenmasse eines Nucleo! 
beim Einbau in den Kern im allgemeinen keinesfalls in einen bestimmt! 
Quantenzustand untergebracht, sondern in verschiedene Zustinde eingebe! 
wird, gemass dem Umstand, dass sich jede zu einer vorgegebenen Nucleonenanzi 
hinzukommende Nucleonenmenge im Impulsraum in einer Kugelschale glei 
massig verteilt an die Oberflache der Impulskugel anlagert. Es scheint uns d 
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b vom Standpunkt der statistischen Auffassungsweise als ziemlich gut 
riindet den Einbau der s-, p-, d-, ..- Nucleonen durch die Gleichung F(!)=0, 
h. durch den Beginn der Anlagerung einer kontinuierlich vorausgesetzten 


cleonenmenge zu definieren. 
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oO PACIPEMEJIEHMM MOMEHTA HYKJIEOHOB B AJIPE 
Tl. Tom6am 


Peswme 


Vcxoya us craTHuecKo MogeJIH Apa MbI OMpesenaem, — TIpH NOMOWH pacnpefeeHHA 
WHOCTH HYKseoHOB aTOMHOrO Apa, ycTaHOBJeHHOrO B AByX npesbiyyyuax paborax — 
\ia HelitpOHOB H MpOTOHOR, Mp KOTOpbIX BrepBble HacTyMaeT BcTpoeHHe ofHoro H HTpoHa 
p-, d-,... WIM 9Ke MIpoToHa B Apo. OTH uHcna HeliTpOHOB H MpOTOHOB XOpollo coBMaqawT 
€MH, KOTOpble MonyyalwTcA Ha OcHOBe MOeIH OOON04KH AApa, TIpHMeHsweMOH BOHOBOK 
tanMKow. HeoOxofHmMo MoqyepKHYyTb, TO GMCa AIA HelitpOHOB H MpoToHoB, faxKe MpH 
ge pasHocTH paciipeseseHHA MOTHOCTH STHX AByX BHAOB WaCTHU, ABJIAIOTCA HeHTHYIHBIMH 
DOTBETCTBHH C OMBITHBIMH J[aHHBIMH. 
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KPATRKHE COOBWEHHWA 
JRZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS 


| IMPROVEMENT ON THE COMPENSATING METHOD 
FOR MEASURING THE RISE AND DECAY 
OF LUMINESCENCE 


I. P. VALKO and GY. GERGELY 
RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST. 


(Received 28. III. 1952.) 


The rise and decay of luminescence has been investigated for some time by 
use of different compensating methods [1, 2]. These methods could be applied 
xponential rise and decay processes, by producing the compensating expo- 
tial voltage by the charge and discharge of a condenser. These methods 
id be used to advantage if *he time dependence of luminescence could be 
ribed by a single exponential process. Difficulties were encountered, however, 
n the rise and decay curve could be described only by the superposition of 
eral exponentials. 

’ As was shown in several papers, the luminescence emission spectrum of 
emite was found to consist of severa] bands[3, 4] and its phosphorescence 
1y curve also contained several components [5 | identical with the spectrum 
ds[6, 7]. The graphical analysis of the different decay components is not 
venient, therefore an electronic compensating method was developed [8 ]. 
It is well known that in monomolecular luminescence processes the bright- 
may be described by the following equations : 
I = 1,(1—e-#') during the rise 
I = I,(1— e~#7) et during the decay. 
eing the time of excitation, 8 the constant of rise and a that of decay, the 
: t being measured from the beginning of rise, and of decay respectively; 
iad 6 are different. 
The method described in paper[8] is capable of compensating either the 
| or the decay curve only. The original apparatus was built for 4 exponential 
jponents, but the number of components is not limited. 
| In a recent improvement of our method the simultaneous compensation 
he rise and decay curve was developed. The principle of operation is as 
ws Sh 
_ A square wave generator is controlling the excitation of the luminescent 
(imen (e. g. the screen of a cathode ray tube) and the compensating device. 
ultiplier phototube measures the brightness of the specimen by producing 
lige pulses on its load resistance, and these are compensated by the pulses 
1e compensating device. 
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Each (single) compensating exponential voltage is produced by the char, 
ing and discharging of a condenser. The condenser voltages cannot be add 
directly, but they are superimposed by means of high resistance pentodes. j 
figure shows the essentials of the circuit. Each component voltage is produ 
by an individual grid circuit and the components are added on the commo) 
load resistance. : 

During the rise period, a rectangular voltage pulse from the generator 
charges condenser C, through diode D, and resistance R,. In the decay perio 
diode D, is in cutoff and the condenser discharges through resistances Ri+RL 
The time constants of charge and discharge are unequal. This simple swe 
generator may be replaced by a more elaborate arrangement. 


at 
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A high resistance voltage divider consisting of resistance Rj and potenti¢ 
meter P, is controlling the amplitude of the grid voltage. 
It may be seen, that by selecting 


1 1 
COS SS5 ha and Saye 
(R, + RC, emepee 


the first component of the entire rise and decay curve may be compensater 
subject to the conditions, that RXR}, Rj and the internal resistance « 
D,<Rj. In practice these conditions were fulfilled. 

A similar circuit is that of D,, Ry etc. for compensating the second exp: 
nential. The number of the applied pentodes and c'rcuits corresponds to tl 
nuniber of the exponential components of the luminescence process. 
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VESTIGATIONS CONCERNING LIGHT SOURCES FOR 
SPECTRUM ANALYSIS II* 


CTRONICALLY CONTROLLED A. C. OPERATED D. C. INTERRUPTED ARC SOURCE 
By 
A. BARDOCZ 


NGARIAN ACADEMY OF £CIE NCES, CENTRAI. RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, DEPARTMENT 
FOR SPECTROSCOPY, BUDAPEST 


(Presented by I. Kovacs, — Received 27. III. 1952.) 


The article describes an electronically controlled a. c. operated d.c.interrupted are source 
spectrographic analysis. The interrupted are source of otherwise conventional circuit can 
mnited in a variable rhythm, i. e. the number of arcs per unit of time can be varied. The high 
age and high frequency ignition is done by means of a thyratron circuit with a Tesla trans- 
ver being inserted. The rhythm of the ignition can be adjusted by properly controlling 
thyratron grid. The grid is controlled by voltage pulses coming from a pulse generator. 


Introduction 


In former articles of ours [1], [2], which dealt with interrupted arc sources 
spectrographic analysis, interrupted arc sources and low voltage condensed 
rk sources were roughly ranged into four groups, according to how they 
duced the high frequency and high voltage currents igniting the low voltage 

Thus there were four groups : devices of non-controlled ignition (see 
ences [3] to [15] and [36]), devices of controlled ignition, which can 
Jone either mechanically on the high voltage side or by means of a control- 
, spark gap ([16]to [28b]), devices of electronic ignition ([29] to [35 }), 
| devices of mechanically controlled ignition on the low voltage side ([{1], [2] 
1 [37] to [39]). Electronically controlled interrupted are sources are 
nparatively recent and therefore not so widely used as other arc sources. 
e oldest among electronically ignited interrupted arc sources is Findeisen’s 
vice [29], which produces the high frequency currents required to ignite 
: arc by means of an electronic circuit. It was Kemmler [34], [45] who first 
id a thyratron tube for igniting the low voltage arc. In his arrangement a 
arged condenser is connected in series with the primary coil of a trans- 
er and a thyratron tube. If the condenser is charged and the bias of the 
yratron grid lowered so that the current starts, the condenser discharges 
‘ough the primary coil of the transformer and the thyratron tube. This time 
the secondary coil of the transformer the voltage necessary to ignite the are 
induced. Dwyer [33] employs Kemmler’s principle for igniting his interrupted 
:, or more correctly : his condensed spark. In Dwyer’s arrangement the bias 
the thyratron tube is constant. A condenser connected in series with the 


* This paper forms part II of a series of articles, part I see reference [1]. 
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primary coil of a Tesla transformer and lying in parallel with a thyratron t De 
is charged by a d. c. supply. When the condenser is charged to a definite current 
at which, taking the bias as fixed, the thyratron tube fires, a large voltage 
pulse is produced, which passes through the primary of the Tesla transformer. 
The voltage induced in the secondary coil of the Tesla transformer ignites t 

arc. The ignition as well as the frequency of the arc depend among other factors 
on the capacity of the condenser employed. The condensed spark source de 
scribed by Braudo and Clayton [30], [31], [32] consists of a conventional 
charging circuit and as regards the control, of a synchronizing and triggering 
circuit, further of a high voltage impulse circuit used for the ignition. This rata 
is operated from a. c. mains. Its electronic control device is symmetrical 
thus providing ignition during both half-waves of the a. c. voltage. It has not 
been possible to vary the rhythm of the ares (the number of ares per unit © 
time) in any of the a. c. operated electronic devices constructed before. 


A variable rhythm a. c. operated interrupted arc source 


It is one of the features of interrupted arc sources that in consequenet 
of inserting currentfree intervals the electrodes do not get so hot as they woul 
in the case of a continuous arc. If e. g. the interrupted arc is supplied wit 
a. c. current, the ignition of the arc usually takes place at the maximum of th 
mains voltage after which near the end of each half period the arc extinguishes. 
current intensity, however, should be kept below a definite value to prevent t 
electrodes from getting too hot. Otherwise, in consequence of the thermionic effee 
self-ignition would take place in the next half period, thus the system would noth 
controllable.The getting warm of the electrodes, which occurs in spite of interrup’ 
ing the arc, can be lowered further by adding even more currentfree intervals dut 
ing the half period of the a. c. voltage. In the case of an a.c.interrupted arc or loy 
voltage condensed spark source the application of a rectifier producing ha | 
wave rectification ({16], [17], [18], [22], [28]) enables such additional curren! 
free intervals to be inserted. Thus one obtains sparks or arcs every secon 
half period only, in consequence of which the number of arcs per unit of ti m 
is lowered. If longer currentfree breaks are necessary, they are usually obtaine 

ie 9 : : | 
by means of a mechanical interrupter, which stops the generation of the al 
for some time by interrupting the arc or the ignitor circuit. During the excitatio 
this process is continually repeated. The duration of the excitation and thi 
of the interyals can be varied by changing the number of revolutions of th 
switch which is usually a rotating one inserted in the arc circuit ({3], [11], [29 
[37 ]) or the igniting circuit ( [15] , [24], [25], [26] , [36 ], [38], [39 ]) or both ( [12] 
Calker [10] stops the operation of the arc from time to time by shor 
circuiting it. 
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If the time of burning is long, i.e. if the arc is burnt for comparatively many 
lf periods usually followed by intervals being Jikewise long, the temperature 
actuation of the electrodes is large. Such large fluctuations sometimes result 
causing non-desired alterations on the electrodes. These alterations may 
fect spectroscopic results detrimentally. If, on the contrary, the arc burns 
r a very short time, for one period or a half followed by longer or shorter 
tervals, the reproducibility as regards the above devices can be affected 
ying to the lack of synchronism in the circuit. If the burning of the are is 
paratively short, the temperature of the electrodes will not fluctuate so 
uch, in consequence of which a moderately high temperature equilibrium 


ill be established. 


In what follows we shall describe an electronically controlled a. c. operated 
_c. interrupted arc source having an arc in only one half period followed by 
2 arbitrary interval. The apparatus operates on the following principles. The 
mventional a. c. arc circuit directly connects to the mains without any further 
mntrolling element being inserted. The high frequency and high voltage currents 
‘quired to ignite the arc are supplied by a Tesla transformer. There is a con- 
enser connected in series with the primary coil of the Tesla transformer both 
ing in parallel with a thyratron tube. Owing to the constant negative bias 
f the thyratron tube this circuit is open. If the condenser is charged and then 
ischarged by allowing current to flow through the thyratron, the Tesla trans- 
mer will produce a high voltage spark by which the arc is ignited. The grid 
f the thyratron tube is controlled by means of a pulse generator. The pulse 
enerator produces steep positive voltage pulses larger than the negative bias 
f the thyratron grid, in consequence of which the tube fires. The frequency 
f the pulse generator can be varied within wide limits to equal one of the sub- 
armonics of the a. c. mains frequency. An arc of course will be obtained only 
1 that half period in which there is a high voltage ignition. The next ignition 
ill take place only after an interval determined by the frequency of the pulse 
enerator. 


The wiring diagram of the interrupted arc source operating on the de- 
eribed principle is shown in Fig. 1. 

The interrupted arc source treated here consists of 5 main parts indicated 
low and numbered as in Fig. 1. 

1. Are circuit. 

2. Thyratron controlled ignitor circuit. 

3. Pulse generator. 

4. Phase-shifting circuit. 


5., 5a, 6. Voltage supplies. 
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220° 


Fig. 1 
Flectronically controlled a. c. operated interrupted d. c. arc source for spectrographic an alysis. 
Wiring diagram 


1. Are circuit R, = 0,05 megohm, 3 W, carbon resistor 

2. Thyratron controlled ignitor circuit R, = 0,2 megohm, 1 W, carbon resistor 

3. Pulse generating circuit R, = 0,2 megohm, 1 W, carbon resistor 

4.  Phase-shifting circuit R, = variable according to Table 1, carbon | 

5, 5a, 6. Voltage supplies resistor 

C, = 0,1 microfarad, 500 V R, = variable according to Table 1, carbon | 

C, = 0,1 microfarad, 500 V resistor | 

C, = 0,00005 microfarad, 10 000 V Ryo = 0—0,01 megohm, 3 W, wire potentio- 

C, = 0,05 microfarad, 3500 V meter 

C; = 0,5 microfarad, 3500 V R,, = 0,01 megohm, 6 W, wire resistor 

C, = 1,0 microfarad, 500 V R,, = 0,01 megohm, 6 W, wire resistor 

C, = 0,05 microfarad, 1500 V R,, = 5000 ohm, 6 W, wire resistor 

C, = 16 microfarad, 450/500 V (electrolytic) ECC40 = twin triode 

C, = variable according to. Table 1 GRG 250/3000 = thyratron tube 

C,y = variable according to Table 1 V22/7000 = rectifier tube 

C,, = 16 microfarad, 450/500 V (electrolytic) 6x4 = rectifier tube 

C,, = 4 microfarad, 500 V T = Tesla transformer. Primary: 10 turns 

C,,= 6 microfarad, 500 V on 110 mm diameter, wire diameter 

K1—K6 = switches 3 mm, secondary: 250 turns on 80 

L = 035m = mm diameter, wire diameter 1 mm 

L, f=) 0,35) mH. T, = transformer with a ratio of 2:1, 

L, = iron cored twin choke, min. 20+20 H, primary self-inductance 25. H min. 
max. 500-+500 ohms T, = transformer 220/25 V 

R = 75 ohm, 10 A rheostat T, = transformer 220/2 320 V, max. 

R, = 0,03 megohm, 12 W, wire resistor 40 mA, 36,3 V, max. 1 A. 

R, = 0,01 megohm, 1 W, carbon resistor T, = transformer 220/1600 V, max. 20 mA, 

R,; = 0,05 megohm, 1 W, carbon resistor 6,3: V, max...) A,92,5 V, max. SAL 

R, = 0,02 megohm, 2 W, potentiometer I = are gap 
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Are circuit 


Are circuit 1 supplied from the a.c. mains is of conventional design. 
ie high frequency and high voltage currents induced in the secondary coil 
the Tesla transformer T ignite are gap I connected to the a. c. mains. The 
sistance R serves for limiting the current in are gap I. C, is a tuning condenser, 
, L, and C, are filter elements holding back the high frequency currents from 
e mains. 


Thyratron tube controlled ignitor circuit 


The condenser C, in the anode circuit of the thyratron tube is charged 
a high potential by veltage source 6 indicated in Fig. 1. From voltage supply 
| a negative potential divided on the resistors R, and R; biases the thyratron 
be to cutoff. If now the grid of the thyratron tube obtains a positive voltage 
se sufficiently large for the tube to fire, the condenser C, discharges through 
é tube and the primary coil of the Tesla transformer T. The current flowing 
rough the primary coil of the Tesla transformer induces high freqeuency 
id high voltage currents in the secondary. 


Pulse generating circuit 


In the circuit shown in Fig. 1 the impulse generator marked 3 is a modifica- 
on of the basic circuit of the well known multivibrator for our purpose. The 


TABLE I 


Values of R,, Ry, Cy and C,) belonging to the different frequencies of the impulse 
generating circuit marked 3 in Fig. 1. 


Cio 


o 
micrcfarad microfarad 


1/, + 50 0.2 0.2 0.02 0017 
1, - 50 0.6 0.4 0.02 0°017 
1/5 + 50 0.8 0.8 0.02 0-017 
1/, + 50 1.0 1.2 0.02 0-017 
1, + 50 1.8 1.6 0.02 0:017 
1/,° 50 2.2 2.0 0.02 0°017 
1, + 50 2.6 24 0.02 0-017 
1/, > 50 3.4 3.2 0.02 0:017 
1, + 50 4,2 4.0 0.02 0°017 
1/9 ° 50 0.6 0.4 0.1 0°08 
1/,, + 50 0.8 0.8 0.1 0°08 
1 ate 50 1.0 1.2 0.1 0°08 
Yas ° 50 1.8 1.6 0.1 0-08 
1/55 ° 50 2.2 2.0 0.1 0:08 
1/5 ° 50 2.6 2.4 0.1 0°08 
1/59 ° 50 3.4 3.2 0.1 0°08 
Vag ° 50 4.2 4.0 0.1 0°08 
1/5, ° 50 5.0 5.0 0.1 0°08 
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circuit employed here differs from the conventional in that it contains the 
earth-symmetrical reactance L, in its cathode circuit. This is necessary because 
synchronizing the multivibrator of conventional circuit the negative voltage 
pulses in its output are large in amplitude while the amplitude of the positive 
voltage pulses required to fire the thyratron is small. By the change made here 
large positive voltage pulses can be obtained if the output is connected to the 
cathode of the multivibrator tube. The multivibrator is synchronized from 

the 50 c/s mains through transformers T, and T, and the phase-shifting circuit 4. 
The synchronizing voltage is fed into the left-hand tube cathode. circuit of the 
multivibrator circuit. When synchronized this circuit can produce voltage 
pulses only at integral subharmonics of the mains frequency. In multivibrator 
circuit 3 the values of the elements R,, Ry, C, and Cy) are chosen so that the 
multivibrator operates at a desired frequency. Corresponding values are listed 
in Table I. A differentiating network C,—R, connected to the cathode of th 

right-side tube of the multivibrator transforms the voltage pulse obtained 
from the tube into a very steep positive voltage pulse. The GRG type thyratron 
tube is controlled by this pulse being applied to its grid. 


4. Phase-shifting circuit 


In Fig.1 circuit 4 enables the moments at which voltage pulses are 
produced by the multivibrator to be shifted compared to the mains voltage 
in order to ignite the are at a desired position. In the above arrangement the 
phase shift is approximately 180°. 


5, 5a, 6. Voltage supplies 


In Fig. 1 the thyratron tube bias is provided by circuit 5a. The direct 
voltage supplying the pulse generator is obtained from circuit 5. By circuit © 
the condenser in the thyratron controlled ignitor circuit is charged to a potentia 
of about 2200 V. 

The oscillograms presented in Fig. 2 have been made to illustrate th 
operation of the apparatus shown in Fig. 1. The photographs represent the 
voltage conditions appearing in the analytical gap marked I in the circuit 
shown in Fig. 1. In all the figures the direction of the time scale is from right 
to left. Picture a) of Fig. 2 shows the voltage conditions in are gap I for the 
case where the frequency of the multivibrator is equal to that of the mains, 
The sine base wave is the voltage curve of the mains in all the figures. Whenever 
the mains voltage reaches its maximum value, the high frequency and high 
voltage currents ignite the arc. At this time the voltage of the are gap decreases 
from the mains voltage to that of the arc discharge. Near the end of the hal 
period thé are extinguishes. 
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Pictures b)—h) of Fig. 2 show similar conditions for the cases where the 
uency of the multivibrator is 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7 and 1/9 of the mains 
uency. The lack of oscillograms with longer intervals between the arcs is 
y due to preparing difficulties. It should be mentioned as a point of interest 
t the author has been able to obtain frequencies at which the interval between 
, subsequent arcs was 25 seconds. The amplitude value of the mains voltage 


00 V in all the figures. 


SS NVM 
B/W 
a SVAN 


Fig. 2 
Itage conditions in arc gap of Fig. 1. Frequencies of the impulse generator : 
In picture a. 1/1.50/sec; In picture e. 1/5.50/sec. 
» b. 1/2.50/sec; » f. 1/6.50/sec. 
» c. 1/3.50/see; » g. 1/7.50/sec. 
» d. 1/4.50/see; » h, 1/9.50/sec. 


te direction of the time scale is from right to left. The sine base wave is the voltage curve 
of the 50 c/s mains. The voltage amplitude is 300 V 


The oscillograms of Fig. 3 are presented to illustrate how the apparatus 
n be set by varying only the phase-shift within states given in Table I and 
g. 2 respectively. The curves were photographed at a frequency of 1/3.50/sec 
the multivibrator, i. e. with an arc occurring every third period of the a. c. 


272 A. BARDOCZ 


middle of the sine half wave. The effect of the phase-shift on the duration of 
the arc is illustrated by the upper and lower curves of Fig. 3. The possibility: 
of setting the apparatus like this suggests wider flexibility. | 

The oscillograms of Fig. 2 and 3 show that by means of the interrupted | 
are source described here highly reproducible conditions are available. Evaluat 
ing the above oscillograms it must be kept in mind that though several hundred 


curves are superimposed (exposure time for taking the oscillograms was 30 q 


Fig. 3 
The voltage course in arc gap I of the circuit shown in Fig. | if the are is ignited at differen) 
phase positions. The frequency of the impulse generator is 1/3.50/sec. The amplitude of the voltag 


is 300 V. The sine base wave is the voltage curve of the 50 c/s mains. The time scale got 
from right to left 


the sharpness of the curves is excellent. High reproducibility, however, is . 
well known feature of electronically controlled systems. Another favourabl 
characteristic of the arc source discussed here is that the number of discharg 
per second can be varied in an easy, quick, and reliable manner. The numb 
of arcs per second can be adjusted by choosing appropriate values for Rg, Rg, € 
and Cy, in Fig. 1. The apparatus once set keeps working regularly for pow 
By properly adjusting the number of discharges per second it is possible 

prevent the electrodes from glowing. Comparatively high intensity ares can ] 
operated without heating the electrodes detrimentally. 5 
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Some notes on the transfer of igniting currents to the arc circuit 


There are no difficulties in producing an effective spark of a few centi- 
eters’ length on the poles of the Tesla transformer T (Fig. 1) if the ratio of 
he transfotmer is made sufficiently large. In this case, however, some difficulties 
ppear in the transfer of the igniting spark to spark gap I. 

One way of transferring the igniting currents to the are circuit is that 
he arc current also flows through the secondary of the Tesla transformer by 
jhich the high voltage and high frequency currents are transferred to the 
re circuit. An example of this can be seen in Fig. 1. This is the most usual way of 
ransfer ( [3], [9], [11], [12], [13], [14], [16], [18], [19], [20], [21], [24], [25], 
26], [29], [39]). qn this arrangement as regards the Tesla transformer 


l, 


G 


Fig. 4 
Ine of the ways of transferring the high voltage and high frequency igniting currents to arc 
gap I in interrupted arc sources. 
' — Tesla transformer, C,, C,, C; — condensers, L,, L, — self-inductances, R — ohmic resistance. 
(he part on the right-hand side of arc gap I is the igniting circuit, the left side part is the are 
circuit 


he following requirements should be kept in mmd [18]: The secondary coil 
nust be of low ohmic resistance and self-inductance so that the are current 
‘an pass through it. At the same time the ratio of the Tesla transformer must 
ve sufficiently large so that a secondary voltage can ‘be obtained, which is 
tigh enough to ignite the arc reliably. Under such conditions the electric data 
of the Tesla transformer T are fixed to a certain extent and it is the charging 
voltage of the condenser C, that must be accommodated to the circumstances. 
: The other way of transferring the high voltage and high frequency current; 
o the are gap is shown in Fig. 4({1], [2], [10], [15], [17]. [22], [28], [28a], 
[28b ], [30], [31], [32]). In this case the arc current does not pass through 
he secondary of the Tesla transformer. Thus the data of the transformer seem 
o have no direct influence on the operation and dimensions of the apparatus. 
‘n fact, this is not the case. In order to make the igniting currents in the circuit 
if Fig. 4 flow through arc gap I as well as to prevent them from getting into 
he mains supplying the arc circuit, effective filtration is necessary. This is done 
vy the chokes L, and L, and the condenser C;. Obviously, the necessary self- 


i. e. the higher their frequency the less self-inductance is needed for effective 


filtration. By means of a Tesla transformer whose ratio and number of secondary 
windings is large, a low frequency of the igniting current is obtained. To filter 
this a high self-inductance is necessary, otherwise most of the high frequency 
igniting currents will flow through the filter-circuit, and the igniting voltage 
in the arc gap will be very low. Therefore, in order to obtain effective filtration 
one has to make the self-inductance of the chokes L, and L, high, in consequence 


274 A. BARDOCZ 
inductance of these coils depends on the frequency of the igniting currents, 


of which the results obtained will be practically worse than those of the former 
method where the high frequency voltage induced in the secondary coil of the 
transformer almost entirely appeared in the are gap. The result of these considera- 
tions is that in order to obtain a high voltage igniting spark, the charging 
voltage of the condenser C, of Fig. 1 must be. made comparatively high. 

Comparing all these points the data of the Tesla transformer have been 
formed as follows : 

Primary : 10 turns on 110 mm diameter, wire diameter 3 mm. Secondary : 
250 turns on 80 mm diameter, wire diameter. 1 mm. For the rest the design 
of the Tesla transformer is the same as the one we described earlier ([1], [2]). 
With these data satisfying igniting conditions could be obtained at a charging 
voltage of 2200 V of the condenser. 

Experiments are being made to accommodate the apparatus treated here 
to produce low voltage condensed spark discharges as well. A description of 
these experiments will appear soon. 
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MCCAENOBAHHA B OBJIACTH CBETOBbIX MCTOUHHKOB JIA CMEKTPAJIB- 
HOro AHAJIMBA. II. LYPOBOM BOSBYNMTEJIb NOCTOAHHOrO TOKA, C iM 
HHEM OT MEPEMEHHOPO TOKA HM MMEIOWErO 3JIEKTPOHHOE YMPABJIEHM 


A. Bapyzon 
Pe3zlwme 


B crarbe onchipaerca ciy Kaul AA CHeKTPaIbHOro aHaH3a AyTOBOH Bosby AHTE 
nocTOsHHOrO TOKa c 9IeKTPOHHBIM yMpaBsleHHeM H C MHTAaHHeM OT CeTH MepeMeHHOTO TOK 
TipepsiBucrsii pyroBol Bos6yquTeIb, HMeloMIHK OObHy 10 CXeMy, MOKET 3a.KHFaTbcA C ep 
MeCHHBIM TeMIIOM, T. €. YHCNO YF B efMHHUY BpeMeHH MODKeT ObITh H3MeHeHO. 3arKHTaHHe 
BEICOKOTO Hallps)KeHHA H BLICOKOM yacTOTHI NPOHCXOAMT pH NOMOMM THPaTpOHa C HCHO 
30BaHHemM TpaHcopmaTopa TecJla. Temm 3aKHTaHWA yCTaHaBIIMBaeTcA yMpaBJeHHem Cerk 
THpaTpona. Cerka ynpaBlaeTca HMMyJIbcamMH TOKa, NOMy4a °MSIMH OT MY JIbTHBHOparopa. 


ELEKTRONENLEITUNG IN VERFARBTEN 
ALKALIHALOGENIDKRISTALLEN 


Von 
J. BOROS und Z. SIBALSZKY 
INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen: 26. VI. 1952.) 


1. Es wurde die Leitfahigkeit von verfarbten NaCl-, KBr- und KCl-Kristallen als Funk- 
1 der Temperatur gemessen. Bei simtlichen Kristallarten ergaben sich Temperaturkoeffizi- 
mnwerte, die den F-Zentren entsprechen. Es kann also festgestellt, werden, dass bei 

Halbleitern die Stérterme auf elektrischem Wege bestimmbar sind. 

9. Ausser den F-Zentren wurden auch Energiewerte gewonnen, dig aus optischen Mes- 
gen (Absorption, Phosphoreszenzemission) erhiltlich s.nd. 

3. Die Leitfahigkeit als Funktion der Temperatur kann meisténs durch gebrochene 
aden dargestellt werden, deren Briiche scharf sind. 

_ 4, Bei NaCl-Kristallen wurden neben den F- und F”-Zentren Werte gemessen, die vier 
. Gyulai durch Absorptionsmessungen an blauen Steinsalzkristallen ermittelten Absorptions- 
cima entsprechen. 

5. An Kristallen, die durch Strom entfarbt wurden, kénnen gleichfalls den F-Zentren 
sprechende Werte erhalten werden. 

6. Da die Angaben der optischen und thermischen Elektronenabtrennung miteinander 
ereinstimmen, so muss die Frage aufgeworfen werden, ob es nicht einfacher ist, auch die 
ktrische Leitung der Kristalle elektronisch aufzufassen. 


1. Auf Grund der Untersuchungen von Pohl und Mitarbeitern ist bekannt, 
ss in verfarbten Alkalihalogenidkristallen bei innerem lichtelektrischem Effekt 


ektronenleitung auftritt. Diese Kristalle kénnen also im verfairbten Zustand 


; elektronische Halbleiter angesehen werden. 

Gudden und andere Forscher hatten schon langst darauf hingewiesen, 
ss auf Grund der Wilsonschen Theorie eine elektrische und optische Be- 
mmung der sog. Stérterme zu erwarten ist. Diese Erwartung wurde jedoch 
ther durch die Versuchsergebnisse kaum erfillt. Eine solche experimentelle 
statigung wurde dann durch den einen der Verfasser der vorliegenden Arbeit 
Falle von V,O,-Einkristallen gegeben [1]. Bei diesen ergab sich als Temperatur- 
effizient der Leitfahigkeit ein Wert von 0,40 eV, wobei dieser Wert auch 
f Grund von Abksorptionsmessungen erhalten wurde. Es muss hier bemerkt 
den, dass die Méglichkeit, die Stérterme auf elektrischem und optischem 
ege zu bestimmen, von Gudden [2] und anderen bereits aufgegeben wurde. 
i den verschiedenen Forschern hat sich namlich die Meinung herausgebildet, 
ys der Mechanismus der Elektronenabtrennung bei optischer Absorption 
az anders ist als in thermischen Fallen. Diese Auffassung wurde 
sonders durch die Messergebnisse von Smakula gestitzt [3]. Smakula mass 
_verfarbten Alkalihalogenidkristallen die Elektronenbeweglichkeit und be- 
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AB 
rechnete deren Temperaturkoeffizienten aus der Formel v= ve *T . Dies 
Wert AB nannte er »thermische Abtrennungsarbeit«. Wenn man diese Ab- 
trennungsarbeitswerte mit den Werten der Absorptionsmaxima der F-Zentren 
der Halogenide vergleicht, so findet sich in keinem einzigen Falle eine Uber- 
einstimmung der beiden Werte. ; ; 


Dieser Unterschied ist darauf zuriickzufiihren, dass Smakula seine Be- 


AB 
rechnungen mit der Formel v = ve éT ausfiihrte. In Wirklichkeit wird 


bei Halbleitern die Fermische Statistik angewandt, wobei dann mit der Formel 
AB 
v = ue 2*T zu rechnen ist. Wenn man diese Formel heranzieht, so ergibt 


sich far JB der doppelte Wert. Wird mit dem doppelten Wert des Smakulaschen, 
AB gerechnet, dann erhalt man tatsdchlich Gréssen, die auch auf optischemWege 
(Absorption, Phosphoreszenzemission) ermittelt werden kénnen. So bekommt 
man z. B. im Falle von NaCl 2x 0,94 = 1,88 eV. Auf optischem Wege gelang 
man hingegen bei blauem Steinsalz zu einem Wert von 1,94 eV. Im Falle von 
KCl-Kristallen ergibt sich 2 x 1,00=2,00 eV,wahrend optisch aus der Phosphore 
zenzemission ein Wert von 2,02 eV ermittelt werden kann. Es muss hier erwahn 
werden, dass wenn man gelbes, additiv verfarbtes NaCl oder violette KCL 
Kristalle auf ungefahr 500—600 °C erhitzt, die Kristalle blau werden, wora 
sich dann an diesen fiir das Absorptionsmaximum die obigen Werte errechne 
lassen. Die von Smakula gewonnenen Angaben sind also entsprechend zu kor 
rigieren [4]. 


2. In der Literatur gibt es viele Messergebnisse [5], die auf ent 
sprechende Elektronenvoltwerte umgerechnet werden kénnen, wobei dann di 
bereits erwahnten optischen Elektronenabtrennungsarbeiten in vielen Falle 
mit den thermischen (aus Leitungsmessungen bestimmten) Werten tiberei 
stimmen werden. Solche Werte aus der Literatur sind in Tabelle I enthalten 
wahrend die Leitungsangaben von Kassel, Gyulai, Vészt, Tomka, Phipps, Lansin, 
Cooke und Boros stammen. 

3. Die in der Literatur und Tabelle I angefiihrten elektrischen Angabe: 
beziehen sich auf unverfarbte Kristalle. Das Ziel der hier beschriebenen Unter 
suchungen war daher, da ja die optischen Angaben auf verfarbte Kristalle Bez 
haben, gleichfalls an verfarbten Kristallen Messungen vorzunehmen. ! 

Da sich die verfarbten Kristalle bei héheren Temperaturen entfarben 
wurden die Messungen bei verhaltnismassig rascher Erhitzung durchgefiihr 
(bei einer Temperaturzunahme von rund 1°/Min.), in der Hoffnung, dass dabe 
die Entfarbung nicht zu gross sein werde. Nach den Messungen von Gyula, 
betrug die Wirkung der Entfarbung bei einer konstanten Temperatur vor 
240 °C ungefahr 10°/ des Leitungsstromes je Stunde. 

Es wurde auch versucht, die Entfarbung der Kristalle als Folge de 
Stromes zu vermeiden, u. zw. durch Anwendung von Wechselstrom (Dre 
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TABELLE I 


\uf optischem und elektrischem Wege gewonnene Literaturangaben iiber die Stérterme bei 
Alkalihalogenidkristallen 


Optisch 


gewonnener Wert 


Elektrisch 
gewonnener 
‘Wert eV * 


Kristal! Name des Forschers, Farbungsweise usw 


™ LL eV 


NaCl 1,73 720 | 1,73 réntgenisiertes Steinsalz, Ottmer 
1,93 642 | 1,93 réntgenisiertes Steinsalz, Savostianowa 
1,94 639 | 1,94 natiirliches blaues Steinsalz, Gyulai 
1,94 640 | 1,94 mit Radium bestrahltes Steinsalz, Przibram 
1,95 636 | 1,96 réntgenisiertes Salz, Savostianowa 


588 | 2,11 réntgenisiertes Salz, Savostianowa 
581 | 2,13 additiv verfarbtes Salz, Molwo 


2,16 579 | 2,14 additiv verfarbtes Salz, Savostianowa, 
mit Radium bestrahlt, Przibram 

2,34 530 | 2,34 violettes Steinsalz, Gyulai 

524 | 2,36 blaues Steinsalz, Gyulai 
2,40 520 | 2,38 mit Radium bestrahltes Steinsalz, Przibram 
PY 483 | 2,57 mit Radium bestrahltes Steinsalz, Przibram 
2,66 464 | 2,67 F-Zentrum, Gyulai, Ottmer, etc. 
2,76 439 | 2,82 violettes Steinsalz, Gyulai 


438 | 2,83 blaues Steinsalz, Gyulai 
438 | 2,83 Phosporeszenzemission, Roos 


3,06 403 | 3,08 violettes Steinsalz, lichtelektrisches Maximum, Gyulat 
Phosphoreszenzemission, Roos 


367 | 3,38 violettes Steinsalz, Gyulai 


3,41 364 | 3,41 blaues Steinsalz, Gyulai 
KBr 1,99 630 | 1,97 F-Zentrum, Ottmer. etc. 
2,48 498 | 2,49 Phosphoreszenzemission, Roos 
2,69 453 | 2,74 Phosphoreszenzemission, Roos 
2,86 435 | 2,85 Phosphoreszenzemission, Roos 
3,00 416 | 2,97 Phosphoreszenzemission, Roos 
3,10 401 | 3,09 Phosphoreszenzemissio=, Roos 
KCl 815 | 1,52 F’-Zentrum, Ottmer, Molnér 
727.) gid | Absorption, Molnér, Seitz 
1,91 665 | 1,86 Absorption, Molnar 
2,06 605 | 2,05 Phosphoreszenzemission, Roos 
2,20 566 | 2,19 F-Zentrum, Ottmer, etc. 
472 | 2,63 Phosphoreszenzemission, Roos 
2,64 470 | 2,64 Phosphoreszenzemission, Roos 
430 | 2,88 -Phosphoreszenzemission, Roos 
3,01 412 | 3,02 Phosphoreszenzemission, Rods 
3,12 397 | 3,12 Phosphoreszenzemission, Roos 
3,30 380 | 3,26 Phosphoreszenzemission, Roos 


* Die aus den Leitfahigkeitsmessungen gewonnenen Werte ergeben sich aus Literatur- 
angaben von Kassel, Gyulai, Vészi, Tomka, Phipps, Lansing, Cooke, Boros. Vgl. Literatur- 
<a 


280) J. BOROS und %, SIBALSZKY 


kommutator). Kontrollmessungen bestatigten, dass die auftretenden Strom- 
anderungen nicht wesentlich waren. 
Die Messungen erfolgten an F-Zentren enthaltenden NaCl-, KBr- und 
KCI-Kristallen, wobei die elektrische Leitfahigkeit der Kristalle sowie die Tempe- 
raturabhingigkeit der Leitfahigkeit gemessen wurde. 
Wenn die Abhingigkeit der Edad von der Temperatur auf Grund 


der fiir Halbleiter giiltigen Formel K = Ae #7 berechnet wird (wo K spezifische 
Leitfahigkeit, T die absolute Temperatur und 4B die Abtrennungsarbeit 
bedeuten), dann lassen sich die den F-Zentren’ entsprechenden Werte der 
Abtrennungsarbeit AB ermitteln, Die Bestimmung der spezifischen Leitfahig- 


log Kk 
De leitung wer -Zentren 
beh Nal!= KBr -Und KC} - 
Aristallen 
g 
g 
10 \muntentiual 


Abb, 1 


keit geschah durch Messung des Stroms und der Spannung. Die untersuchten — 
Kristalle besassen eine Oberfliche von 0,5 cm? und eine Dicke. von 2—3 mm. | 
Die Seitenflichen der Kristalle wurden mit Graphit bestrichen, und die Tempe- 
ratur des elektrischen Ofens wurde mit dem Haereusschen Thermoelement aus 
Konstantan-Chromnickel gemessen, wobei ein Siemens-Prazisionsmillivoltmeter 
Verwendung fand. Die Messung des Leitungsstromes geschah mit einem Spiegel- 
galvanometer von 10-1° A Empfindlichkeit. Die Versuche wurden bei Tempera- 
turen zwischen 200 und 450 °C ausgefiihrt. 

A) NaCl-Kristalle. Die verwendeten Kristalle waren natiirliche Steinsalz- 
kristalle, Kin Teil von ihnen war vor einigen Jahren mit Réntgenstrahlen be- 
strahlt worden, ein anderer Teil wurde vor den Messungen mit Réntgenstrahlen 
behandelt, und ein dritter Teil wurde in Na-Dampf verfirbt. Das Absorptions- 
maximum der F-Zentren lag bei 465 my, was 2,67 eV entspricht. 
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Bei solchen Kristallen hatte Ottmer bei 720 my — 1,73 eV — Neben- 

ma (F’-Zentren) gefunden. Die den F’-Zentren entsprechenden, aus Leit- 

keitsmessungen berechneten Werte sind in Tabelle IJ zusammengefasst. Die 
B 


e fir B wurden nach der van t’Hoffschen Formel K = Ae 7 ausgerechnet, 
on den »festen Ionenleitern« her gut bekannt ist. Die so erhaltenen Werte 
len dann auf eV-Einheiten umgerechnet, u. zw. entsprechend der Formel 
lalbleiter. Neben diesen Angaben enthalt Tabelle II auch den Durchschnitts- 
r hei der jeweiligen Messung der Abtrennungsarbeit. Dieser belauft sich 
m meisten Fallen auf etwa 2%, was als recht gute Messgenauigkeit anzu- 
shen ist, wenn man die Natur der Messungen in Betracht zieht. Auf Abb. 1 
las Leitfahigkeit-Temperaturverhaltnis fir F-Zentren bei NaCl und den 
ren Kristallen dargestellt. Die Darstellung erfolgte auf die bekannte Weise : 
urden die Werte von — log K und 1/T auf die Koordinatenachsen aufge- 
n. 


TABELLE II 
isch gemessene, den F-Zentren entsprechende Werte der Abtrennungsarbeit an Na(Cl- 
Kristallen 

Kristal] Nr. ; B B (in eV) PS 

16 15 440 2,66 + 0,04 

17 15 440 2,66 + 0,05 
wiederholt 15 540 2,68 + 0,05 

» 15 540 2,68 + 0,05 

18 15 430 2,66 + 0,04 
wiederholt 15 430 2,66 + 0,04 

19 15 540 2,68 + 0,04 

22 15 440 2,66 + 0,05 
wiederholt 15 440 2,66 + 9,05 

23 15 640 2,69 + 0,05 

25 15 430 2,66 + 0,04 

29 15 440 2,66 + 0,04 


Die spezifische Leitfahigkeit als Funktion der Temperatur kann in den 
jen Fallen nicht durch eine einzige Gerade dargestellt werden, sondern durch 
|iagramm, das aus zwei, drei oder vier, in stumpfen Winkeln aufeinander 
iden geraden Abschnitten besteht. Die Briiche der Geraden sind sehr 
f und kénnen auch in der Literatur in zahlreichen Abhandlungen ange- 
n werden [6]. 
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Werden die auf diese geraden Abschnitte beziiglichen B-Werte ausgeredl 
net, dann erhalt man fir die Abtrennungsarbeit dieselben Werte, welche sch 
Gyulai als Absorptionsmaxima an blauen und violetten Steinsalzkristallen, sowi 
andere Forscher [7] an verscbieden gefarbten Kristallen ermittelt hatt 
Tabelle III gibt eine Zusammenfassung dieser Werte, unter denen auch 
dem F’-Zentrum entsprechende Angabe 1,73 eV anzutreffen ist. Es soll hi 
auch erwahnt werden, dass bei den NaCl- sowie auch bei den KCl-Krista 
die Temperaturkoeffizienten, deren Werte den F- bzw. F’-Zentren csp 
haufig nebeneinander in Erscheinung treten, ahnlich wie dies bei Absorption 
messungen parallel vorzukommen pflegt. Abb. 2 fiihrt dieses Ergebnis im Fal 
von NaCl- und KCl-Kristallen vor. 


—lagk 


Die Lertung der F-und F Zentren 
bei Nall-und KCl Knstollen 
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Abb. 2 


Unter den in Tabelle III angefiihrten Gréssen fiir die Abtrennungsar 
befinden sich auch die vier Angaben, die Absorptionsmaxima entsprechen u 
von Gyulai an blauen Steinsalzkristallen festgestellt wurden : 1,94, 2,36, 
und 3,41 eV. Ausserdem stehen dort auch noch einige andere Werte, die 
ebenfalls aus optischen Messungen bekannt sind. In der Tabelle ist angege. 
wie sie erhalten werden kénnen, sowie auch der Name des Verfassers. Zu di 
Ergebnissen ist noch folgendes zu bemerken : die Abtrennungsarbeit der Leitd 
bei niederer Temperatur an (unverfarbtem) Steinsalz ist 10 300 (nach Smeké 
Wenn man diesen Wert umrechnet, so erhalt man 1,78 eV. Die Differenz zwis 
diesem und dem dem Ottmerschen F’-Zentrum entsprechenden Wert betr 
0,05 eV. Die mit verfarbten Kristallen erzielten Ergebnisse stimmen bes 
mit dem Ottmerschen Nebenmaximum iberein. Von den von Gyulai an bla 
Steinsalz gefundenen vier Maxima sind drei Werte 1,94 2,36 und 3,41 1 
haufig anzutreffen, der vierte — 2,83 eV — ist jedoch iiberaus selten. 
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Zum Werte 3,41 eV ist noch zu bemerken, dass Vészi [8] in seiner Disser- 

‘on auch Zahlen von 19 800-19 900 erhielt, wobei er zu seinen Versuchen 
»stliche, unverfarbte Kristalle verwendete. Zu den gleichen Ergebnissen 
angte er auch bei Anwendung von NaCl-Pastillen, und auch bei Versuchen 
zehn verschiedenen Praparaten erhielt er bei sieben von ihnen bei hoher 
mperatur ahnliche Werte. In seiner Dissertation sind diese nicht ausgerechnet, 
sind nur die zusammengehérigen Temperatur- und spezifische Leitfahigkeits- 
rte tabellarisch zusammengestellt. Wenn man jetzt die B-Werte ermittelt 
1 die Formel fiir Halbleiter anwendet, so erhalt man den gleichen Wert, 
1 eV, zu dem man schon bei den verfarbten Kristallen gelangt war. Dieselben 
sebnisse lassen sich erzielen, wenn die Angaben der Landolt— Aoérnsteinschen 
bellen umgerechnet werden. Diese zeigen die Resultate der amerikanischen 
rscher Phipps, Lansing und Cooke [9] an. Auch aus ihren Messungen ergibt 
h der Wert 3,41 eV, sowie bei niedrigen Temperaturen auch noch 1,94 eV. 
m gleichen Resultat gelangt man, wenn man die im Aufsatz von Smekal [10] 
yefihrten Angaben umrechnet. In diesem Falle stimmen die so erhaltenen 
srte mit denen tiberein, die man bei verfarbten Kristallen bekommt, wobei 
unter ihnen auch welche gibt, die den F-Zentren entsprechen. Die im Institut 
- Experimentalphysik der Technischen Universitat, Budapest, ausgefihrten 
‘tersuchungen haben zahlreiche solche Ergebnisse gezeitigt, wortiber in nachster 
kunft in einer gesonderten Arbeit berichtet werden soll. 

Nach diesen Ergebnissen ist zweifelsohne die Frage aufzuwerfen, ob es 
ht notwendig sei, das bisherige Bild itber die Eigenleitung von Alkalihalo- 
niden einer Revision zu unterziehen. Die jetzt herrschende Auffassung uber 
. Leitung bedarf — nach der Meinung der Verfasser — deshalb einer Revision, 
i] die Vielfalt der Abtrennungsarbeiten sowie ihre Ubereinstimmung mit den 
tischen Angaben nicht mit der alten Ansicht tiber die Ionenleitung erklart 
xden kénnen. In Tabelle III findet sich auch noch der Wert 23 000 (3,97 eV), 
r auch bei der Leitung von reinen Kristallen bei hoher Temperatur wohl- 
kannt ist. Diesen Wert kann man an reinen Kristallen nur bei héheren Tempe- 
turen (iiber 500 °C) erhalten. Eine optische Grésse, die diesem Werte ent- 
rechen wirde, ist in der Literatur nicht vorhanden. Der héchste Wert, der 
i der Absorption gewonnen werden kann, betragt — abgesehen von den sog.- 
‘Zentren — 3,41 eV. Die Summe der Werte 3,41 und 3,97 ergibt 7,38 eV, 
is in grosser Naherung der Entfernung der Leitungsbande von der Valenz- 
nde entspricht [11]. Das in einer Entfernung von 3,41 eV von der unteren 
ante der Leitungsbande befindliche Stérniveau spielt also eine zweifache 
lle. Bei Uberschussleitung beférdert es einerseits Elektronen in die Leitungs- 
nde. Andererseits kénnte man die dem Wert von 3,97 eV entsprechende 
ptrennungsarbeit so erklaren, dass das eben erwaihnte Niveau aus der Valenz- 
nde Elektronen aufnimmt. In diesem Falle nimmt die Valenzbande an der 
‘itung teil, d. h. es tritt eine »Defektleitung« auf. Die Richtigkeit dieser An- 
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TABELLE III 


Elektrisch gemessene Werte der Abtrennungsarbeit an NaCl-Kristallen 


R B (in eV) q 
Kristal) Nr. sae Optisch gefundener Wert | 
mit durehschnittlichem Fehler 
16 10 050 fe = 0202 1 
17 9910 1,71 + 0,04 Ts 
wiederholt 9 750 1,69 + 0,04 Absorptionsmaximum . 
18 10 180 A Nags) + 0,03 } 
wiederholt 10 180 DATS ea 0103: Ottmer 
19 10 000 1,72 + 0,03 
22 10 090 1,74 + 0,03 
23 10 170 75S + 0,03 
wiederholt 9 926 1,71 + 0,03 
24 10 000 iz + 0,03 - 
25 10 000 1,72 + 0,03 
29 10 000 V2 + 0,03 
17 11 220 1,93 + 0,04 
wiederholt 11 260 1,94 + 0,04 1,94 
19 11 270 1,94 + 0,04 Absorptionsmaximum 
21 11170 1,93 + 0,04 Gyulai, Savestianowa, Przibram 
26 10 950 1,89 + 0,05 
28 11170 1,93 + 0,04 1,88 (2x 0,94) 
wiederholt 11170 1,93 + 0,04 Elektronenbeweglichkeit 
Smakula 
16 2.15 © oe 10,05 2,15 Absorptionsmaximum 
17 2,11, + 9,05 Przibram, Savostianowa 
17 2,34 + 0,04 
19 234 +006 2,34 Absorptionsmaximum an 
violetten Kristallen, Gyulai 
20 2,32 + 0,06 2,36 Absorptionsmaximum an 
wiederholt 2,32 + 0,06 blauen Kristallen, Gyulai 
21 2,34 + 0,06 ; 
23 2,33 + 0,06 
24 2,37 + 0,05 
28 2.34 + 0,05 
24 2,56 + 0,06 2,57 Absorptionsmaximum, 
Praik 
28 2,57 40,05 
29 2.57 + 0.05 
20 2:87 he 0,06 2,83 Absorptionsmaximum an 
wiederholt 2,87 + 0,06 blauen und violetten Kristal- 
23 2,83 + 0,05 len, Gyulai, Phosphoreszenz- 
emission, Roos 
17, 3,10 + 0,09 3,07 Phosphoreszenzemission, 
19 3,07 + 0,07 Roos, lichtelektrisches Maxi- 
24 3.07) FEE"0;07 mum, an violetten Kristallen, 
i 
17 19 830 3,42 + 0,06. ‘ 
wiederholt 19 830 3,42 + 0,06 3,41 Absorptionsmaximum, 
20 19 840 3,43. + 0,07 lichtelektrisches Maximum, 
21 19 830 3,42 + 0,08 an blauem Steinzalz, Gyulai 
wiederholt 19 830 3,42 + 0,08 
23 19 820 3,42 + 0,09 
29 19 660 3,39 3 =6+ 0,08 = 
17 23 000 3,97 + 0,08 sterm 
20 23 000 3,97 + 0,08 3,4] 
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hme scheint durch die Tatsache bestatigt zu werden, dass Gyulai den Wert 
7 eV bei lichtelektrischen Messungen an blauem Steinsalz als »quantenhaftes 
aximum« erhielt. 

Schliesslich noch eine Bemerkung: nach den Messungen blieben die 


ristalle alle farbig. An einzelnen Kristallen wurden die Messungen mehrmals 
iederholt. 


TABELLE IV 


Elektrisch gemessene, den F-Zentren entsprechende Werte der Abtrennungsarbeit an 
KBr-Kristallen 


Du PAA 
Kristal] Nr. B (in eV) rchschnittlicher 


Febler 


wiederholt 11 450 1,97 + 0,04 

mit Strom entfarbt 11 450 1,97 + 0,04 

i 11 380 1,96 + 0,03 

wiederholt 11 380 1,96 + 0,03 

mit Strom entfarbt 11 380 1,96 + 0,04 
TABELLE V 


An KBr-Kristallen gemessene Werte der Abtrennungsarbeit 


Kristal] Nr. 


11 1,68 Elektronenbeweglichkeit, 
Smakula 

12 

13 

14 


2,49 Phosphoreszenzemission, 
Roos 


2,74 Phosphoreszenzemission 


2,85 Phosphoreszenzémission 
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B) A Br-Kristalle. Ein Teil dieser Kristalle stammt aus dem Physikalischen 
Institut in Géttingen, der Rest wurde im hiesigen Institut kiinstlich aus der| 
Schmelze geziichtet und additiv verfarbt. Das den F-Zentren entsprechende 
Absorptionsmaximum betragt 630 my — 1,97 eV. In Tabelle IV sind die den 
F-Zentren entsprechenden Werte der Abtrennungsarbeit zusammengefass 
Die Kristalle Nr. 13 und Nr. 14 wurden nach der Messung mit Strom entfarbt 
und nach der Entfarbung neuerdings Messungen an ihnen durchgefiihrt. Bei 
diesen entfarbten Kristallen verlaufen die van t’Hoffschen Geraden parallel zu 
den Geraden der verfarbten Kristalle, wahrend die Werte der spezifischen Leit- 
fahigkeit geringer sind. An den entfarbten Kristallen ergeben sich dieselben 


De leitung von verfirbfen 
und enttorbjen KBr - 
Kristallen 


enrtarbs 


Gréssen fiir die Abtrennungsarbeit wie an den verfarbten. Tabelle V zeigt eine| 
Zusammenfassung von anderen Werten fiir die Abtrennungsarbeit. Einer von| 
diesen entspricht dem Doppelten der von Smakula ermittelten Angabe, also 
2x 0,84 = 1,68 eV. Andere Werte wieder stimmen mit Angaben iiberein, die] 
Roos durch Phosphoreszenzemission erhalten hatte. Die entfarbten Kristalle| 
verhalten sich auch hier wie die verfarbten : die Grésse der an ihnen festgestellten| 
Abtrennungsarbeit ist gleich der an verfarbten Kristallen. 

C) KCl-Kristalle. Ein Teil dieser Kristalle stammt gleichfalls aus Gottingen 
wo sie auch verfarbt wurden. Der andere Teil wurde hier aus der Schmelze 
geziichtet und additiv verfarbt. Der den F-Zentren entsprechende Wert betragt | 
564 mu — 2,19 eV. Die Ergebnisse sind in Tabelle VI zusammengefasst und 
auf Abb. 1 und 2 dargestellt. In Tabelle VI kénnen ebenfalls die den F-Zentren 
entsprechenden Werte gefunden werden sowie auch das Ottmersche Nebenmaximum 
(F’-Zentren), das in manchen Fallen neben den F-Zentren liegt. Des weiteren 
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rt auch Werte angegeben, die von anderen Forschernermittelt wurden [12 ]. 
Nr. 15 wurde mit Strom entfarbt. Nach neuerlicher Messung ergab 
si ihm wiederum der dem F-Zentrum entsprechende Wert. 


TABELLE VI 
An KCl-Kristallen gemessene Werte der Abtrennungsarbeit 


| 


stall Nr. | B | B(ineV) | Auf andére Weise ermittelte Werte 
4 | 
) : 9010 . 1.55 | 1,52 Absorptionsmaximum, Ottmer, Seitz, 
|  Molnér 
tholt 8850 | 1.52 
rholt 8 850 1,52 
0 8 850 1553 
8 10000 | 1,72 | 1,70 Absorptionsmaximum, Pick 
1) 10 000 . ee 1.71 Absorptionsmaximum, Seitz, Molnar 
3 | 10 850 | 1,87 1,86 Absorptionsmaximum, Seitz, Molnar 
9 | 10750 | 1,85 
5 10750 | 1,85 
3 10 550 | 2,07 + 2,05 Phosphoreszenzemission 
So i i 
3 | 12560 2,16 
8 | 12 430 2,14 2.19 Absorptionsmaximum der F-Zentren 
9 | 12 750 2,20 
erholt 12 630 2,18 
15 | 12 540 2,16 
erholt 12 650 2,18 
irbt | 12 630 2,18 
wiederholt | 12 630 2,18 
8 15220 | 2,62 | 2,63 Phosphoreszenzemission 
15 | 15 260 2,63. | 
lerholt 15300 | 2,64 | 
3 16 660 2,87 | 2,87 Phosphoreszenzemission 


Gyulai [6| erhielt bei solchen entfarbten Kristallen gleichfalls derartige 
te: 12 500 ~ 2,16 eV, 12 780 ~ 2,20 eV. Ausserdem fand er noch Gréssen, 
sich auch bei verfarbten Kristallen ergeben: 11 980~2,06 eV, 15 320~ 
eV. 


288 > - J. BOROS und Z. SIBALSZKY 


Die Messungen wurden im Institut fiir Experimentalphysik der Te 
schen Universitat, Budapest, durchgefiihrt. Es soll hier dem Direktor 
Institutes, Prof. Z. Gyulai, der beste Dank fir sein freundliches Interesse 
fiir seine wertvollen Ratschlage ausgesprochen werden. 
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WB wNe 


KPHCTAJIJIAX 


WM. Bopom u 3. WHOanpcku 


Peswme 


1. Hsmepsiacb npoBoaumocrs oxpamennix KpuctamoB NaCl, KBr u KCl 8 3aBy 
MOCTH OT TeMnepatypbi. Jia BceX BUOB KpHcTaJIOB NOJy4eHbl 3HayeHHA TeMMepaTy pI 
KootbHuHeHTOB, cooTBeTcTBy Wine WeHTpam F. CreqoBaTeIbHO, MO)KHO YCTAHOBUTb, YTD) 
NOJYMPOBOAHHKOB MellaioulHe TepMbl MOryT ObITh onpeseeHb gJleKTpHy¥ecKHM cr10cobd) 

2. Hapagy c weHTpamv F nosyuenbl W BeMUHHE 9Heprau, KoTopble MOryT ObITb MC 
aeHbI Ha OCHOBe oOnfH¥eCKHX H3sMepeHHH (abcopOunA, 9MHCCHA ocopecneH4HH). 

3. SaBHCHMOCTb MpOBOAMMOCTH OT TeMMepaTypbI B OOMbUIMHCTBe CyyaeB MO>KeET OB 
pefctaBieHa JOMaHHBIMH MIPAMBIMH, Tye MecTa Nepesoma oOpasyioT oOVTpH yros. 

4. Y Kpucrannos NaCl wapagy c wentpamu F u F‘ nonyueHbl BeJHYHHEI, KOTOP 
coorBercTBy WOT YeTbIpem aOcopOuHOHHBIM MaKCHMyMaM aOcopOuHOHHBIX HsMepeHHit, Mp 
jeHHbIx JibionaH Ha cHHeli KameHHOH couH. 

5. Y Kpuctanm0B, oOecBeyeHHEIX TOKOM, MOryT ObiTb TAaKKEe MOJYYeHbI COOTBET 
loulve WeHTpam F BeJIMUHHEI. 

6. Bsugy copnafeHHs aHHEIX ONTHYeCKOr) H TepMH¥YeCKOrO BbIfeeHHH 91eKTPOH 
HeoOXOAHMO MOcTaBHTb BoMpoc, He Mpowle JH TOMKOBATb 9NeKTPHyecKy!0 MpPOBOAMMe 
KpHcTaios TakyKe C 3eKTpoHHOM TeopHeli? HsvepeHHa mpoBoAHIHch B OJKcnepHm 
aJIbHOM ¢bH3H¥ecKoM uHcTHTyTe OyjanemTcKoro Texuuyeckoro Mucrutyta.- 


STUDIES ON THE THEORY OF CASCADES 
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(RECEIVED 10, X. 1952) 


The present article gives a generalized derivation of the G-equations which were given 
more special form previously. In the second part of the paper it is shown that many known 
s of the cascade theory — including results concerned with the lateral spread of showers — 
ye simply obtained from the generalized G-equations. 


Introduction 


§ 1. The electron-photon cascades discovered among cosmic rays present 

nteresting type of stochastic process and much work has been done in the 

fifteen years developing the theory of these cascades. The physical aspects 

.e problem are relatively simple and the problem arising is rather a formid- 
mathematical problem than a physical one. 

The methods employed are summarized in Belenky’s book [1] and also 
ome extent in my own book [2] and by Rossi and Greisen [3]. 

Recently attention has been drawn to the fact that besides electron-photon 
ades also cascades of nucleons are important ; the latter cascades must be 
med to develop at first inside single atomic nuclei, the members of such 
scade, emerging out of one nucleus, may hit other nuclei and start there 

cascades and thus a complex process may arise. 

In the present paper I intend to give a general treatment of cascade 
esses ; I start here from a somewhat more general aspect than is done in most 
tments. This method I have developed and published in a number of papers 
[6], [7], [8], [9]; the methods are not new from the point of view of 
istical theory, what may be new is that I show that these well known methods 

be applied in quite a straightforward manner to the complex cascade 
blem. The present paper gives this method and its applications in a 
sistent way, it contains besides some results not published previously. 


Part I 
Definitions 


§ 2. We treat thus the following type of stochastic process. A primary 
ticle falls on an absorber and suffers collisions in the course of its passage. 
the result of each collision the primary itself loses energy and gives rise 


= 
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to secondaries in each collision. The secondaries may be of the same type as 
the primary but need not necessarily be so. In any case at least some of the 
secondaries are themselves capable of colliding inside the absorber and thus 
give rise to tertiaries and so on. To fix ideas we mention the main types of 
cascades we are concerned with. 

1. Electron-photon cascade. The primary, say an electron, emits photons ; 
the photons are absorbed giving rise to electron pairs and the process continues, 
Besides this main feature of the electron-photon cascade one has to considet 
energy loss of the electrons through ionization and energy loss of photons 
through Compton effect, which effects are important for the not too energetit 
parts of the cascade. Effects of further processes of smaller importance can } 
course also be taken care of in the course of the calculation. 

2. Nucleon cascade. Primary a nucleon; on colliding with a nucleon in 
an atomic nucleus it loses energy and gives rise to a recoil nucleon. In the cours 
of the collision one or perhaps more than one meson may be emitted. The 
mesons themselves interact with nucleons though weaker than nucleons them 


selves. 

In the following we shall not confine ourselves to any particular type ©} 
cascade, but deal with the following model. 

A particle of energy E may suffer along a path dx a.catastrophic collision 
in which it changes its energy giving also rise to secondaries so that the particle 
(primary and secondaries) after the collision can be found with energies & 
intervals 


E,, dE, ;E,.dE,;... 3 Ex aE,: 
The probability for this to happen is 


W,(E3E,,Es,...,E,) dE,\dE...dEy dx. ( 


Collisions of different multiplicities may occur in a cascade and th 
W,’s for several values of k have to be given. We note that W,(E;E,) refers 
a collision in which the energy of the primary reduces from E to E, with 
giving rise to a secondary. Such collisions do not contribute to the developme 
of a cascade and have to be treated separately. We may occasionally also m 
use of a probability W,(E) signifying a process where the primary disapp 
without giving rise to secondaries. 

The above expression refers to cascades of one type of particle o 
The probability function can be generalized easily to cascades of more t 
one type of particle. In the latter case the W-function depends on the 
of the primary and also on the types of the secondaries. We have thus 


WAE 3 Ey,Ep,..-, Ex 505 tito. -5t) dE, dEq. . .dEy dx 


which is the probability that a primary of energy E and type t gives rise 
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a secondary of energy E, type t, etc. along a path dx. The t’s can have certain 
diserete values t = 1,2,...,N corresponding to N types of particles occurring 
in the cascade. (E. g. in the electron-photon cascade we may put t = 1 to cor- 
respond to an electron, and t = 2 to correspond to a photon.) 

In some cases one has to consider apart from the catastrophic collisions 


leading to abrupt changes of energy also a continuous rate of energy loss given 
by say 

= = O(F1), t= 1,2,...,N, (3) 
where the variable t indicates that the loss may be different: for the various 
types of particleg occurring in the cascade. The loss of type (3) can of course 
always be included in the probability expression (1), it is only necessary for the 
purpose to make the numerical value of W, very large for very small loss ; 
however, this procedure is often inconvenient and it is easier to distinguish 
between processes (1) and (3) in the course of calculation. 

We shall assume at first that the secondaries proceed in the same direction 
as the primary, thus we shall assume the cascade to be a one-dimensional 
process ; later we shall also deal with the problem of lateral spread. 

§ 3. Dealing with the W-functions one may assume that one of the second- 
aries is the primary itself. From the descriptive point of view it is sometimes 
simpler to treat the collisions as if the primary did disappear and gave rise 
to entirely new particles. However, we shall not use this description but we 
shall always assume that E, is the reduced energy of the primary, E, that of 
the first” secondary, E, that of the ’second” secondary etc. From the physical 
point of view this may be a fictitious distinction, however, one meets difficulties 
in writing down the correct diffusion equations if one does not maintain the 
individuality of the particles throughout the calculation. The fact that the 
particles are physically indistinguishable is taken care of by the fact that W, 
is taken to be symmetric with respect to the energies of the particles of equal 
type. According to this the probability that out of the k particles one should 
be near E,, another near E,, etc. is according to our conception given by 


D, Wi AE Ey Eg 00) Ex) = kL Wi( Es Ey Eg: 605 Ex) 5 
(k) 
where )’ signifies summation over all permutations of the energies E,,F,,.. .,E,. 
(k) § 
For the sake of simplicity we shall use in the folowing vector notation, 


thus write 
EX for E,,E,,..., Ex, and t* for ty,t,...,t- 


Similarly 
UE” for Fiisi1-Ei42- ar Em; m>l 
.and ; 
‘ym for ty41sbtp25+++stm- 
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This type of notation will also be used for other quantities in a similar way. 
We denote further 


dE, dE,... dE, = dEk 
and 


dB dE ee. dE = diem 


As the vectors E* and t* occur always together, we may denote them together 
by one symbol, i. e. we shall write 


F* for E*, * 


and in the case of one particle only we write F', signifying a particle of type ty 
and energy E). 

Integration into the differential dF* should be understood to be integration 
into dE* and summation over all possible values of t*. Using this notation 
we shall write 


WF ;F*) dF* dx (2a) 
instead of the expression (2) and 


LF od: 


7 WE —O\F) (3a) 
instead of (3), and we denote 
. N N IN Se oe 
Jo") ar* — Yo yy... SY f... fate) dE, dEy.. dE ,. 
Fk as at fed 0 


Distribution functions 


§ 4. A cascade can be described by a probability distribution 
O( Et; EK tk; x) or D(F;F*;x), (4) 


where © is the probability for the following process to happen; acascade is 
initiated by a primary of energy E, type t, and after having passed a distance 
x the cascade contains exactly k particles ; the first particle having an energy 
> E, bemg of type t,,the second an energy > E, being of type ty, --. the last 
an energy >E, of type ty. 

The functions ® with all possible numbers of energy variables give a full 
description of the cascade process. Nevertheless it is useful to introduce an 
even more general distribution. For this purpose we consider k energy intervals 
each corresponding to a specified type of particle : 


51.595 oe ager 


\ denoted S*. 
tints, Gaie 
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[hese intervals need not be connected ones, and they may.or may not overlap 
ach other ; he #’s need not be all different, nor need they contain all possible 
ypes of particles. We shall, as before, denote 


S141, S1+2,- : -»Sm\ 


tis, tii2, +++5btm j 


by ‘Sn, m>l- 


Phe generalized definition of © will thus be 
O(F;S*;x). (4a) 


[he latter quantity expresses the probability that a primary F, i. e. a particle 
f an energy E, type t, gives rise to a cascade which, at a depth x contains 


ig. 1. Scheme of the development of a shower (collisions leading to one secondary only). 


exactly k particles. The first of the particles to be of the type #, and to be found 
nside the interval S,, the second particle to be of the type t, and to be found 
n the interval S,,... the k’th particle to be of the type t, and to be found 
m the interval S,. 

Equ. (4) is a special case of (4a). The expression (4) is obtained from (4a) 
if we specify S“ to contain the following k imtervals : 


S, = (Ey, ©), Sp = (Eq, ©),-- +5 Sk = (Fx, ®)- 


§ 5. The function ®’so defined makes explicite use of a labelling of the 
particles. It is quite immaterial what kind of labelling we use ; however, we 
\ave to introduce one way of labelling and then to stick to it se as to avoid 
mbiguity in the course of the calculations. The following labelling, illustrated 
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in Fig. 1 and Fig. 2, will be always adopted below. We label the particles found 
in a given cascade at a definite depth x, making use of the hierarchy of production. 
No. 1 is the primary, the primary after any of its collisions is being taken 


to be the particle corresponding to the first component of the vector F° in 
W (FF ). The function W,, is a function of k+ 1 discrete variables t5t,,..<,0em 


and of k+ 1 continuous variables E;E,,...,E,. The values. of W, for t+ t, 
correspond, according to our definition of the primary, to such a collision where 
the type of the primary changes from t to t,. Collisions with change of type 
of the primary must be assumed e. g. in the case of pair production, where a 
photon primary gives rise to two electrons but no photon remains. Thus for 
the purpose of labelling we have to denote the one of the electrons of the pair 
as the primary. 


LZI4GFEC7TEI OU IWS 6 Sib families 


1 dusfabineadlaplin ViemJaties | 
fonilies ft pa ye 


Fig. 2. Scheme of the development of a shower (multiple collisions). 


If the cascade contains more than one particle then we have to proceed 
with the labelling. We split for this purpose the particles of the cascade into 
a number of families according to the secondaries arising out of the first cata- 
strophie collision of the primary with multiplicity larger than one. Supposing 
this collision gave rise to k>1 particles ; each of these k particles (which include 
the primary) can be regarded as the primary of a secondary caseade. Suppose 
now that the family of the primary has n, particles, that of the first secondary 
Ng particles, ... that of the last secondary n, particles. We label now the primary 
with 1, reserve the labels 2 to n, for the remaining particles of the first family. 
Similarly we label with n,+-1 the first secondary and reserve the labels n,+2 to 
ng for the rest of the second family. And so on. Those families which contain one 
particle only are thus completely labelled. To distribute the remaining labels 
we repeat the procedure several times as follows. Suppose e. g. that the first 
family contained several particles. Then we consider this family by itself as 
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vomplete cascade, subdivide it into families and label the first member of 
th family. Those sub-families which contain more than one particle have 
be subdivided again, the process must go on until only families containing 
e particle only remain. This seemingly complicated labelling is illustrated 
Figs. 1 and 2. 
__ The labelling so described gives a classification of cascades in a unique way. 
ie various families, sub-families, etc. here introduced characterize in fact 
scades of a qualitatively different mode of development, the complication 
the labelling is a consequence of the complexity of the phenomenon. 

Although the functions @D here introduced can be determined successively 

xe § 9, 10), it would be quite a hopeless task to tabulate them because of the 
rge number of variables involved, but even if — in form of an encyclopedia — 
ch a tabulation would succeed it would contain a completely indigestible 
aterial and would thus be entirely void of interest. The quantities which are 
physical interest are certain’ moments and averages built out of these functions. 
The real problem of the cascade theory is firstly to select such moments of the 
tual distributions which are of real interest, and secondly to develop methods of 
termining the so selected moments through a minimum of computational ‘work 
id in any case without the need of explicite evaluation of the distributions themselves. 


Diffusion equations 


a. One-particle distribution 

§ 6. We derive in the following explicite expressions for the @’s. The 
xpressions can be obtained successively starting with one-particle cascades 
nd proceeding to two-, three-, etc. particle cases. We derive first the diffusion 
quations for D( F;S1;x), i. e. the probability that along a path x no secondaries 
re given rise to, but that the energy of the primary at the depth x is to be 
ound in an interval S, and that it is of type t,. 
The rate of change of the primary energy is given by equation (3) if we 
onsider continuous loss only. For the moment we exclude catastrophic collisions 
yhich do not give rise to secondaries, thus we put W,(F,F’) = 0. Therefore 
he energy of. the primary at a depth x, provided no catastrophic collision 
ias taken place, is F(x), where 

dE: 
“| oer ‘ 
F(x) 

(f no catastrophic collision has taken place in the interval 0 to x, then the energy 
of the primary is necessarily F(x) and we may therefore write 


@( F;S';x) = A( F(x); $*) g(F. x). (6) 
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where 


1 if E’ is inside S, and t= 1’, 
0 otherwise. 


A(F’ 38). = | 


g(x) is the probability that no catastrophic collision has taken place. The 
probability for the first such collision to take place in the interval x, x + dx is 


a( Fix) o( F, x) dx (7 
with 


oF") =S) | WCF’ sF¥) de, 


k>O FR 
Explicitely we may write 
N 
d(B!,2) 2h oe | CB’, SBR, tt) dE. 
kK ty,ts,...,tk=1 Ek 


We have therefore with help of (7) 


tele) al Fw) of Fx) 
and . 
(Fx) = exp ! — | a( Fe’) ww} (9) 
‘Thus : 


O(F';S1;x) = A(F(x);81) exp {- Jere) ix . (9) 
f) 


In the particular cases O(F) = 0, where the loss of energy is only catastrophit, 
we have F(x) = F and thus 


DF; St; x) = A(F,S,) exp {— a(F) x}. 


The expression for ®(F;S1;x) is more complicated if we admit catastrophic 
collisions without production of secondaries ; we shall deal with this problem 
presently. 

§ 7. Considering catastrophic collisions without production of secondaries, 
we obtain a diffusion equation for the primary energy as follows. The probability 
that the first collision occurs in the interval €.€ + d§€ leading to a final energy 
(including type) in the interval F!, F1 + dF" is given by 


p( F.€) W,( Fé) ;F}) dF! dé. 
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o get the probability of a state where the final energy is inside the interval 
, (of type t,) we have to add the probabilities for all those (exclusive) processes 
hich lead to this specified final state. For this purpose we have to add the 
robabilities of processes where the first collision occurs in different intervals 
=, further for each df the cases where the intermediate energy is in various 
tervals dF’ and finally we have to add the probability for the transition 
» take place without collision. We have thus 


FS!) = 


= p(F,x) A( F(x); S$) + i p(F, €) W4( FE), F’) BF’ ; St ;:x— €)d€ dF’. (10) 
Omer 

he integration over F’ includes also summation into the N possible values of t’. 

From the above equation (F;S1;x) can be determined by numerical 
\tegration. Indeed, first we note that O(F;S1;0) = A(F;S'). Further suppose 
iat D(F;S1;x’) is already known numerically for the intervals 0 < EE’ <E for 
ll values of tf and 0 <x’ <x, then we can determine O(F’;S!;x + h) from (10) 
vith an error of the order of h?, provided we put under the integral approximately 


@( F’ ;8!;x') + O(F’;S!;x) for x+h>x'>x. 


[hus using sufficiently small steps, we can determine ® for all values of x 
nd F. 

T he equation (10) can be rewritten into a somewhat more convenient form 
rovided 


O( F) = O(E,t,) = B = const. 


11 
B = Bu Bay --+Be- a 
n the latter case we have 


F(x) = F—frx, 


vhere F = E,t and £; is the rate of continuous loss suffered by the particles 
f type t. Thus the above equation stands for N equations, according to the N 
vossible values of t and thus of fp. 


Further 
p( FE) = a( F — Brx)/a(F) , 
vhere 
1 * La U La . 
a( F’) = exp Be foe »t') dE (¢ arbitrary) , 
hed c 


’ is the type of particle to which F’ + E’,t’ refers. Multiplying now (10) with 
i(F), we have 
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a( F) O(F';S'; x) = a( F — Bex) A(F — Bpx; $1) + 


+| | oF —Br€) WF —fr€.F’) OF’ ;$';x—€) dé dF’. (12) 
O F’ 


We note the identities 


fo) fo) 
(= + Br 3) A(F—frx) = 0 
and 


x 


(+ br 4) J AuP— ere) B(x — £) d& = A(F) Bix), 


where A and B are sufficiently well-behaved functions. Applying thus the 
C) C) 3 
operator — + Br ar °° both sides of (12) we have 


(= + 6r a) a( F) O( F;S*;x) = for) WCF, F) @(F’;S1;x) dF’; 


, 


by definitions of a(F) and a(F) we have 


da(F) _ 


Br = = a(F) a(F). 


Thus dividing the above equation by a(F) we find 


(= + Br oF + a(F)) @O(F;S!;x) = Jmacr, F’) O(F"’;S';x) dF’. (13) 


Equation (13) is somewhat simpler than (10). 

We note (as mentioned in a similar case before) that in case of N different 
types of particles (13) represents a system of N simultaneous equations. The 
equations are obtained separately by inserting for F' its components E, t, with 
t = 1,2,...,N successively and simultaneously inserting for f its corresponding 
component. 

In the following we shall need the probability density corresponding to 
@( F;S1;x) with respect to the final energy. We shall denote the latter D-.( F, F’,x) 
thus 

Or F, F’,x) dF’ 


is the probability to find at the depth x the primary in the interval F’,F’ + dF’. 
This density function may not always exist everywhere, as the sharp value 
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? the primary energy gives rise to a singularity throughout the cascade. How- 
ver, the above density will always be used integrated over F’; in such cases 
‘e can always make use of the following substitution 


| Op(F,F.2) flPy ar’ = [olr, Fx) LE ar’. 


b. k-particle distribution 


§ 8. The two-particle distribution can be directly derived from the one- 
article case as follows. Whenever a cascade ends with two particles, the primary 
tas to travel a certain distance € < x without production of secondaries, suffer 
| collision in the interval ¢,€ + df, where it gives rise to its first secondary, 
ind both primary and secondary have to proceed without further catastrophic 
ollision leading to secondary production. The probability for this to happen is 


©, F, F’; €)W,(F’ ;F*) DF, ;°S';*— €) @( F,;18?;x— €) d€ dF’ dF?, 


where it is supposed that the collision reduces the primary to an energy inside 
the interval F,, dF,, gives rise to a secondary in the interval F,, dF, and the 
fnal cascade falls into the interval S?. Adding the probabilities for the various 
— exclusive — processes which each lead to the same final state, we find 


O( F;S?;x) = 


x « 
= ff Jone FY, §) WLP sF*) O(F, 984526) O(Fys 8s 2— E)aF dP. 
0 F’ F? (14) 


Inserting solutions of (10) for the expression Or.(F,F’,x) and D(F;S1;x), we 
obtain thus an explicite expression for O(F;S%;x). 

§ 9. The recursion can be continued. In the simplest case, where each 
collision is supposed to lead to exactly one secondary only besides the primary ; 
i. e. W,=0 for k > 2, we have the following recursion ; 


O(F;S*;x) = 


AF f [for re mF P)O, 28's — OUR Sx — E)dParde 
1=1 0 F’ F* (15) 


We note that every cascade containing k particles ean uniquely be brought 
into one of the k —1 types occurring under the sum in (15) ; thus we have 
counted each possible type once and only. once. Once the solution of (10) is 
known, (15) provides a full recursion and we can thus in principle write down 
explicite expressions for all ©’s. Carrying out this procedure one finds that the 


3* 
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number of terms increases so rapidly with increasing value of k that these explici 
expressions become quite useless. We note that the many terms in such explicite 
expressions correspond to the many types of possible families, which lead to 
a specified final distribution ; this is illustrated by an example in Fig. 1. 

§ 10. In complete analogy to the recursion (15) where we have considered 
only collisions leading to one secondary, we may write down the general recursion 
formula. We have thus 


O(F;S*;x) — 
k a v—1 
= | | Je Chur.e) CF sk) I OCF, M81, x 2) 
yp=2 Des Ie te ee Rare = O F’ FV l1=0 
has dF’ dF* dé; k> 2. (16) 


If we want to include also the case k = 1, i. e. collisions without production 
of secondaries, then we can group the showers according to the first catastrophic — 
collision in the interval dg, whether or not this collision gives rise to secondaries, 
thus we have 


O(F 5S 3x) = A( F'; S‘) p( F,x) + 


Kk x oe q 
SY | f (hoOmure;r) O( Fy sIS*'+1; x _e)dRvdg, 
Pal Onk ck, <..¢ oO FY 1=0 (17) 
wie 


In the latter expression we take 


1 if k=1,E inside S; andrea 
0 if one ore more of the above 
conditions are not satisfied. 


A( F'; S*) ={ 


Just as in the case of the oné-particle cascade, the integration into x 
can be eliminated, provided O(F) = Br. As the result of a simple calculation 
we find 


i + Br e+ a(F)) OF; Sk 32) — 


k 
1 
sis rapes: | RSF) Tr OCR, 34152) aR, 
FV 1=0 


The latter equation Tepresents again a system of N equations, this system can, 
at least in principle, be solved by step by step integration into x. 


STUDIES ON THE THEORY OF CASCADES 301 


c. Distribution of unspecified number of particles 


§ 11. We proceed to determine the probabilities that in each of the 
itervals S,, Sy, ..-, Sx there should be a specified number of particles. In each 
yterval S; we consider only particles of type t). We thus consider the probability 


W(F;S*;p;x), (18) 
yhere p stands for the k non-negative integers 
PP 2+ + -»Pk- 


¥ is the probability that the primary of energy E type t has given rise to exactly 
», particles (of type t;) in the energy interval S;;1 = 1,2, ...,k. When dealing 
with the distribution (18), it is convenient to choose the intervals S,,S,,... to be 
non-overlapping and so that they together fill the whole of the accessible interval 
of energies. Thus the intervals should be so chosen that a particle of any type 
!, and of any energy E, should belong to one and only one of the intervals S,. 

So as to get the diffusion equations for the ¥’s we have to express these 
quantities in terms of the ©’s considered further above. For this purpose we 
consider all possible sets of intervals which can be built up of the fixed intervals 


ord Seopa 


Thus we consider a fixed vector s‘ and build out of its given components a new 
vector in the following way ; 


Tg a= (Sa Sap oe - Say) ? 


where each of the a,’s can take up the values 1,2,...,k. For a fixed S; (contain- 
ing exclusive intervals only), at a fixed depth x, every actual shower uniquely 
corresponds to one of the set of intervals Ta. Indeed consider a shower which 
at the depth x contains particles, the first in the interval S,,, the second 
in the interval Sa ...., the last in the interval Sg, then the whole of the 
shower can be said to be in the generalized interval Ta with & = 0,%9)-+ +A > 

The probability for a shower started by a primary F to be at the depth x 
in the interval T, is O(F;Ta;x). We introduce now a generating function 


G(F;S*;x5u) = }) ua P( Fs Tas%); (19) 
a 


where 
UU = Uj,Ug,-- - UK 
are k independent variables and 
Ug = Ug, Yar: : Ua y (20) 


is a product built of these variables. 
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For a fixed vector a we can collect in the product (20) all those Ug,'s whi 


are equal u,, then we can collect those which are equal to u, and so on. Thus we 
can always rearrange (20) to read 


q 

Ue = ul uf... u® = oP, a 
WW 
thus in this way to every a there corresponds a vector p. Of course there are in| 
general very many different a-vectors corresponding to the same p-vector, 
This correspondence has the following clear significance : 
Each final state of a shower corresponds to one a-vector, as already 
explained. All those difterent a-states which belong to the same p-vector have in) 
common that the Ta interval vector has exactly p, S,-components each contain-_ 
ing one particle of type t,, it has py S,-components each containing one particle” 
of type t,,... and finally it has p, S,-components each containing one particle 
of type t;. Thus all the states belonging to the same p-vector have exactly p, 
particles of type t, in S,, p, particles of type ty in S,,... finally p, particles of 
type t; in S;. We see thus with help of (18) 
i 

| 


Dug P( FT. 3x) = u? P(F;S*;p;x), (21) 
(ia ices — 


where the sum has to be extended over all those a-vectors which belong to the 
same p-vector. The generating function defined in (19) can thus be expressed as 


G(F;S*;x;u) = )" ue¥(F;S*k;p;x). (22) 
P 


The summation has to be extended over all possible values of the vector p i.e. 


(Pp) Py Bg +++PR=0 
With help of the generating function moments.of the distribution can be derived 
in the usual way. ; 


§ 12. The diffusion equation for the generating function can be derived 
from (17) immediately. Indeed, introduce in (17) 


Tg instead of Sk, 


further introduce the vectors 


a(l,m) = (141,0149,-+-5A%m),1<m. 


Then ‘'s” occurring in (17) can be replaced by T 


acl, m). 
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We multiply now equation (17) with ua; if a has 1 components, we may 
write 
Ua. = Wa(ko,kr) Yakrke)* * *Ya(ky_1,e) > 
where the ks are integers obeying 


O=k, < ky <a <t. k Khp SE 
and the resulting equation can be written 


Ug P(F;T, 3x) = Ug p( F, x) A( F(x) sa) + 


u x v—l1 
py 2 { Jou) WARE) 5 FY) IT watt, ky4.1) PF +1 5 Tak) A403 
v=1 rae =. it 0 FY 1=0 x — £) dé dF”. (23) 


We proceed now to sum (23) over all values of a, i. e. we apply the following 
summation 
©o k 
BM=1 By ,Ay,..- Ey=1 
to both sides of (23). 
We sum first the term before the integral thus 


k 
g(F,x) ug A( F(x) ;Tg) = QAF,x) SF ug A( Fix), Sa) 3 


a a=1 


since for . > 1 the A-function is zero by its definition the summation into 
p disappears. The sum on the right hand side reduces to one term only, as there 
is one and only one ¢ for which F(x) is inside So, we have 


9 Fx) >> Ug A( Fix) ;Te) = 9(F,x) ur(x)- 


a 


For the sake of simplicity we write schematically for the second term of the 
right hand expression the following ; 


Lat ? p—l 
eas i) ) D(v) IL A(ox,+1 «+ +> kg 9%) AFP dé. 
pat O=mkok<... 0: 9K" ae 


<ky= pe 


We interchange summations and integrations and thus our problem is reduced 
to evaluate the following sum : 


i) k Le pt 
Bo >) oa DG), TI A( ony 419+ + sky 4 1¥A) > (24) 
P=1 O,,.Gq..--.Qy=1 v= O=kg<k,<... A=0 


«1 <ky= pe 
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where 
A(Oh, 1506 5k, PA) = Mak, ,) PFA 3Ta, x, 3% — € 3 u) 
b 2 
one D(v) = o( F.€) WFQ) :F»). ( 


To carry out the summation indicated in (24) we introduce as a first step new 
summation variables, namely 


kysy—-hkg =], a OT. Ey bp ins 
thus 


J D(v) > He iy Atcger ener Ok, pbsA)sif Vv <u. 


With help of the I’s the Cy. for 4 <v can be written as follows ; 


: k h+h+---+heu v— 
Con = D(vr) » * Ss IE A(ox; 41,-- Ck, $1 vA)- 
Qj ,Qo,.--,Ay=1 1, ,1,,+++,l,=1 A=0 


We interchange again the order of the summations in the last expression and 
get thus 


\ 


K+ Ig+++++1,= pe k k 
G.= De} 5 ay, = 
I, ,lg,-+41,=1 @y,. +k, =1 Sky449-- +28ki4 a1 
k v—l 
AB yy TT A( ok, 415-+ +50 41.¥A)3 > v, 


Oh, 41+ Gy=1 A=0 


each of the a summations above affect one of the factors 4 only, thus these 


. a 
y 
STUDIES ON THE THEORY OF CASCADES 305 


immations can be brought under the product sign. Further changing the 
otation of the suffixes we have 


Ltlebeetl=m 9 vl 


Con = D(v) » I ( SX AU es Gawienst rr) ARTES Or 


| Llgyee+, =I A=0 CoE Oo tod | 
| 


amming further over all values of u, we find 


v 


YF Cp =D) y oe | ae Alaysdqy + -s01,0A) J 


=v Bilge shal A= rs a 


is before, each of the | summations affects only one of the factors under the 
moduct sign. Thus we may bring the summations under the product, and 


ve have 
co v co 
s Cy, = Div) I (= Ox A(G4,2g5+ + vara) , 
pb=vP A=1 \U=1  G4,@e,..- 04 


fhe double sum under the product is equivalent to a summation over all values 
of a, thus, summing finally over v, we have 


inserting the values of A and D from (25) we find thus after integration over 
F” and € the diffusion equation in terms of the generating function. We find 


thus 
G( F ;S*;x% 3u) = uri) (F,x) + 


x v 
+ fdé Y oF.x—€) [ WF — 6) 5F*) I G(R sS*s€5u)dkv. (26) 
0 86 »>0 F’ I=1 
Equation (26) stands for NV simultaneous equations corresponding to the N-type 
of particles considered : these equations are obtained by inserting successively 
for both u_ and F their corresponding components, corresponding to the same 
type of particle. Equation (26) can be simplified in the same way as already 
shown for other forms of the diffusion equation, if we assume (11) and thus 


F(x) = F—Brx, 
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where fr is the rate of continuous loss of the particle of the same types as F 
is taken to correspond to. So as to obtain the simplification we divide (26) by 
g(F,x) and apply the operator i 


(2 +r az) 


we get thus 


wn (5+ Bo oe) SES) 


== 3S ) W,( FF”) Ir G( F,; S* 5x 5u) dF¥ + 


eoAt zg 
+ 9(F.x) j (= + 6 =) J eore at Wo F—Bele— €) P} 
- G(F; 3S": € su) dé dF», 
since ae 
oF, x — €) aes | i fist a( F’) ens 
oF, x) eee 


We see that on the right hand side the integrand contains F and x only in the 


combination F— fx, thus ‘the operator ~ + Br oF annihilates the in- 
x 
tegrand. Note that 


) a 1 ce) ) ‘ 
olF.a) (5. + br oe) Gea ——(e + Or ap) oF.) = o(F), 


therefore 
fe) 0 \(G(F;S*;x; 6) fe) 
oF, x) (= + Br sail a rm u) } = (= + Br OF a a(F)) G(F ;S* ;x5u). 


We have finally instead of (26) 


v 
a a(F)) G(F:S*sxsu) = SY | W(FsE) IE GUF;S#;x su) dB 
Ox oF 
y>O F” t=1 (27) 
Equation (27) is the generalization of the G-equation [6] I have given some time 
ago.! 


‘In the original publication, in the equation corresponding to our equation (26) the term 


ur(x) ¢ (F,x) was omitted by mistake. This omission did not affect the results since only an 
equation corresponding to our equation (27) was made use of. the latter was given correctly, 
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Further generalizations 


§ 13. In the actual derivation of the G-equation (26) no use was made 
of the fact that E is an energy. FE and similarly F play simply the role of some 
parameters characterizing the primary. We can make use of this feature of the 
derivations and write down immediately equations for quantities other than 
energy. There is no difficulty e. g. to introduce instead of the energy of the 
particles the three components of their momentum, and thus to obtain equations 
governing angular distribution simultaneously with the energy distributions. 

In the latter case a new feature of the equations is that a particle can in 
the course of successive collisions reverse its direction, therefore a primary can 
give rise to particles behind itself and therefore we have to integrate into § 
from — co to + co and not from 0 to x. The latter form is inconvenient and 
is not suitable to get the solution by means of step by step integration. This 
difficulty can be overcome by introducing as independent variable instead of 
‘tthe coordinate x , the time t. Then the integrations are to be taken always 
over the time interval 0 to t and the G-functions give the distribution of particles 

at the time ¢t and not their distribution when crossing a certain y - z-plane. 
The coordinates of particles can be taken then as stochastic variables, and they 
may be included in the definitions of thé intervals S;. One might e. g. consider 
the particles at a time t which are at this instant between two planes x = a 
and x= b. 

In the present article we shall not treat this case but shall confine our- 
selves only to cases where the angular spread of particles is sufficiently small 
so that back scattering can be neglected in good approximation. 

For the sake of completeness we write down explicitely G-equations which 
apply to lateral distribution, assuming small angular deviations only. 

We write thus 4 = tan 0 where is the angle between the direction of the 
primary and the x-axis, further we write Z for the original displacement of the 
primary from the x-axis along the z-axis. Thus the state of the primary can 
now be expressed by a vector 


% — PA. (28) 


Similarly we generalize the interval vector S“ so as to contain k such intervals 
that for each interval S,, v = 1,2,...,k, not only energy and the type of particle 
should be fixed but also the interval should be fixed in which the spatial dis- 
placement of the particle should lie and another interval shall be fixed in which 
its angular displacement should lie. Thus suppose we have N types of particles, 
we divide the accessible energy interval into n sections, the possible displacements 
into m sections, the possible angular deviations into 1 sections, thus we deal with 


k = Nnml 
generalized intervals S,,. 
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As an example we may have k = 16, with the intervals defined as follo ws: 


N=2 proton or neutron 


LA { above | & 
n=2 _ energy Fe ee Mc 
m= 2 linear displacement { re \ than 1 cm 
1=2 angular deviation { ‘ag one than 30°. 


According to the above distinction every particle of a proton-neutron cascade 
can be uniquely classified to belong to one of 16 possible categories denoted 
with S,,S5,...,5;, = S16. 


The generating function with the generalized variables can thus be written 


GO(%, S* ; x 5 u) 
= Slur P(%,S*,p 5%), P= PyPos-- Px, . (29) 


where ¥(%,S",p;x) is the probability that a primary defined by % produces 
secondaries, so that at the depth x there should be exactly p, particles in the 
interval S; with 1 = 1,2,...,k. Each interval specifies energy between certain 
limits, type of particle, displacement and angular displacement. 

The G-equation for this generalized process can be derived exactly in the 
way as was done in the more specialized case ; it is in fact mainly a question 
of notation to write down the more general equation. 

§ 14. To get thus the new equations we have, like in the derivation of 
(26), to treat separately the cases where no catastrophic collisions occur. The 
probability density for the primary to have changed from a state % into one — 
around % without catastrophic collision, may be written 


(D(5.0' 5 x). 


This function can be determined in the usual way, as will be shown in § 16. 


The part of the generating function referring to no catastrophic collision can thus 
be written 


a(S S*sxsu) = | OFF sx) ug dy’ (30) 
J, 


For x = 0 we have 
a(3.S*; x = 0,u) = Ug. 


In particular for u = 1, we have ux, = 1, and ji 
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| o(B.S*5 x51) = | OB.8's 2) dB’ = oS), (31) 
S’ 


where the last expression is the probability that no catastrophic collision has 
occurred along x, while an arbitrary change of % may have occurred. ug, is a 
discontinuous variable, it is for every value of 3 equal to a component u, of u 
in such a manner that %’ is inside the interval S,. 

The G-equation can thus be written if we exclude the possibility of scatter- 
ing back of particles : 


G(GS* 5 x 5) = g(§S* 5 xsu) + 


+f | 8.358) LU [| WB.8) WCBS; x— E su) ds aB’ dBr. (32) 
id l=1 


0g rol 


W,(%’. $”) is the probability density corresponding to collisions where a primary 
% gives rise to v secondaries 3, Qa,---,@v- Secondaries as well as the primary 
are described by energy, type, displacement and angle. 


Part II 


§ 15. In part I we have given general methods for the determination 
of the generating functions describing a cascade. The G-equations (26) or (32) 
determine the G-functions uniquely, provided the ”no-collision function” p 
and the cellision cross-sections are known. Indeed the G-equations determine 
both the values for x = 0 and also permit, at least in principle, to determine 
the G-function for all other x-values as a result of step by step integration. 
Although this step by step integration is possible in principle, it is practically 
not feasible in this general form, because of the large number of variables occur- 
ring in the G, and because the G-equations have such a form that the integration 
can only be carried out simultaneously for all values of all variables. The amount 
of work involved in such a numerical procedure is prohibitive. 

In spite of this difficulty the G-equations are of considerable practical use. 
From the G-equations we can namely derive equations for many different 
moments of a distribution and the computation of such moments is by no 
means impracticable. 

The equations for these moments as derived from the G-equations are 
mostly equivalent to equations which were derived by different authors separate- 
ly, with help of special considerations. Our method has the advantage that 
it gives a general frame which includes most of the results obtained previously 
and derives them from one point of view only. 
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The no-collision distribution 


§ 16. We give in the following the explicite expressions for o(¥3%'3x), _ 
i, e. for the probability that a primary % along a path x suffers no catastrophie 
collision and is scattered in such a way that at the depth x it is in the vicinity 
of . 


The diffusion equation may be written 


MASS) _ (a5) + { w(B'.8") 68") o(B.8's2) + 
s" < 
+ | WSF) GB. sx) dB", (33) 
. 


where 


w( $8") de 


is the probability of a non-castastrophic change §” — 3 along dx. We suppose 
that this change has only an appreciable probability provided it is small. We 
can write equation (33) in another form, namely : 


ee — a(S!) BB. s.2) + 


+ | {205 ".8) G8". 52) — 018.5") oB.8 sx) 4B". (34) 
3 


As w is only important for §” ~ %’, we can develop @ into powers of §” —%’ 
and get thus for the integral 


ii OP Cy pr __ pe ae 
ie apy (F’— F') w(8", §) d3" + 
+ SEf@— 2) we, ¥) aR" + 
+ SEf (447) WB", 9) ag + 
sas eo (4'— A WB", 8) dB" + 
+ higher terms. 


If we take w to be symmetric with respect to A’ and A”, then the factor of 
pa is zero : thus the dependence of p on A is governed by the second moment. 
The other integrals can be worked out from their physical significance. The 


factor of < is the rate of continuous energy loss, thus equal to — O(F) 


STUDIES ON THE THEORY OF CASCADES 311 


(we neglect the fact that — O(F) is the rate of energy loss in the direction of 


| motion of the particle, and pre the loss along dx is—O(F)dx/cos 3 and not 
‘simply — O(F) dx). The factor of 2 


is simply A, since the average anes 


aZ 


dZ along dx, if the initial tok ich was A, is A dx. The factor of fe ae ‘is zero 


on account of eipanetry oe consider only small angles where 0 ~ tan § = A). 
Finally the factor of 
inally the factor o 4 


2 is the rate of mean square angular scattering, this. 
is a function of energy, and is known from the theory of scattering. Thus we 


have for our equation : 


ee ass , OD j Lb ait Mrratlclgl 
a th) A Ft OF on grat he (35) 


We have written in all cross-sections F’ instead of 3; this amounts to neglecting 
a factor 1/cos 0; and thus the use of F’ involves again the assumption of small 


angles of scattering only. 


§ 17. We proceed to solve equ. (35). From the latter equation terms 
due to catastrophic collision and those expressing continuous energy loss can be 
separated. Indeed writing 


ABS 3%) = PF.) p(A.Z 34’,Z';x) (Fix) — F’), 


where (Fx) is the function given in equ. (8), the 6-function describes the con- 


tinuous change of energy (we have neglected straggling of energy loss by neglect-. 


ing terms containing higher derivatives into F). We find for p 


ay dy 1 ay 

—=—— A’ ——4 — a(x J 36): 
Ox aZ’ ' 2 ) aA’? (36) 
where we wrote a(x) instead of o(Fix)), The normalized solution of (36) cor- 
responding to an initial direction A and an initial displacement Z is obtained as 


y(A,Z ;A’,Z' 3x) = po(A",Z", x) (37) 
A’ = A’—A, | 
L =f A— ak. 
A” is the change of direction of the particle and Z" is the displacement of the 


particle with respect to .its initial tangent: both quantities are indep endent 
of the system of coordinates. The explicite expression for p, is thus 


with 
(38) 


Gy Atte Bag AZ" ay Z) 
— xP a 4A ia \; 
4x A 


2 
A = 0,03 — G3, 


po A", Z", x) = 
(39), 


x 
ay = 5 | (2 — 2) ote’) dx’, k= 1,23. 
0 
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In particular for o2(x) = const. — o2 we have 


a? oa a? ao? 
—— el = 2 = — = — 4. 
loa fo eon Zo % y X A 4g 3 (40) 
thus 
Aer fw teATa, BAZ" yy Bey 
vA" 2" a) rer OMY — (= ae | (H 


(41) was given by Fermi (quoted from Rossi and Greisen). 
For later application we write down the Laplace transform of y, with 
respect to A” and Z", namely 


+4+co +co 
Lurk vol®)}= | | exp (— mA" — v2") y(A",Z",x) dA” az" 
eed (42) 
=exp{ a3u? + 2oguv + a,v2 :. 


Summarizing we find that in the approximation of small angles the non- 
collision function can be written 


ASS 5x) = OF, x) €( Fox) — F’) yo A’— A.Z'—Z—Ax,x). (43) 


The explicite expression for p(F,x) is given in equ. (8), that for Wo in equ. (39). 

§ 18. We shall see later that the G-equations are suitable for determining 
the Laplace transform of G (or of its derivatives) with respect to the displace- — 
ment of the primary. What is physically interesting is not so much the transform 
with respect to the parameters of the primary but the transform with respect 
to those of the secondaries. Fortunately there is a simple connection between 
the two, and we shall derive this connection presently. 

“Denote (see equ. (46) of § 19) 

©,(A,Z ; A’, Z';x) dA’ dZ’ 

the average number of particles (specified arbitrarily as to energy and type) 
at the depth x arising from a primary with initial direction A and initial dis- 
placement Z. For sufficiently small values of A, Z and A’, Z’ we expect in 


good approximation that the average ©, should depend only on the quantities 
A" and Z" given in (38). Thus we can write 


G,(A,Z ; A’, Z’ 3x) = G,(A”.Z”, x). 


‘We denote the Laplace transform of Gy by 
+09 +00 


i} J exp (— uA" — v2") GA",Z" x) dA” dZ" = Lusk (x) }. 
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Similarly we denote the Laplace transform of ©, with respect to A,Z or alternat- 
ively with respect to A’,Z’ by 


Luv{ S,(A',Z’,x)} and Lyv{ S,(4,Z,) }. 


The variables which remain after the transformation are shown inside the bracket. 
Working out these Laplace transforms remembering that 


Lust S (x) } = L_p,-vt S0(*) } 
we find ; 
Luv { S(A.Z.2) }= exp (—(u + vx) A—vZ) Luv{ Solx) }s 
(44) 
Luv { © (A’, Z',2) }= exp (—(u + 2) A! — PZ) Ly sven { So) - 
Thus we have 


Duvt ©,(A,Z,x) \a-z=0 => Ly—vxv { 6,(A’ . Like x) Valez! =p s 


The left hand expression is the generating function of the moments of the 
secondary distribution, while the right hand expression is the function which 
is obtained from the Laplace transform of the G-equation. 

The physically interesting moments are thus obtained from those which 
can be obtained conveniently from the G-equation in the following way ; 


, ok 
<A'%*k>= auk Tuy} 6,(A,Z,x) ee eee = 
ak 


~ Ouk Ly—vx,rf @,(A’ = 0,2’ = 0,x) \uapeo ee ee (45a) 
while for the moments of Z and Z’ 


v ak is 
<Zik>= pk Lyuvf G(A,Z,x) Va-z=0,=v=0 = 


‘ 
ak . 
= a5 Ly vx» { S(A! = 0,Z' = 0,2) Ju-v-0 = yf) <A'Z'> (— 2)! (45b) 
1=0 
Similarly 
k 
ze AkZ'm >= 5 (7) < Akt+igm—l> (—x)!. 
‘9 


Thus we see that the moments with respect to the secondaries can be derived 


_ from those with respect to the primary. In particular, we get e. g. for the average 


square spread 
<Z?> = <Z*> —22< AZ> + B<A*D. 


4 Acta Physica II/4 
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Similarly we get for the correlation between A’ and Z’ 


<A’ > =—2e< AZ>; 


similar expressions are valid for the higher moments. 

It may look surprising at first sight that the actual spread < Z’2 > is 
larger than < Z? > the ” spread of the primary”. This is however clearly 
the case for the following reason. Consider a particle which is scattered through 
an angle a and displaced by an amount z away from its initial tangent. For 
such a particle we have (in the approximation of small angles) 


A—A'=a, Z+4+ Ax—Z' =z. 


We can displace the track of the particle as a whole in space and in particular 
we may consider it in the following special orientations. 
1. We shift the initial tangent into the x-axis, we thus have 


A=z=f=0; A’ =—a, 2] =z) 
2. We may shift the final tangent of the track into the x-axis, we have then 
A=a, Z=2— ax; A’ =0, Z' =0. 


The probability for a particle starting along the track to follow it along the whole 
length depends only on the shape of the track, but is independent of its 
orientation. 

We see thus from the first case 


<A®> = <@>., <2! > = <2?>, 
while from the second case we see 
<A> = <> = <AP>, 
<Z2>= < (z—ax)?> = <22> — 2x<az> + 2<a?> 
6242S 2 AA St dei = ZS. 
The above equation is equivalent to equ. (45a,b), except that we have derived 
it here only for the scattering of a single particle. 


1. First moments with respect to u 


§ 19. Differentiating the G-function into u we can get various moments 
of the distributions. In particular we have 


( GCG S5x5u)) | = (Fs $2) (46) 
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as the expression representing the average number of particles at the depth x 
inside the interval S,. For simplicity we shall drop the variable S; where not 
essential and write simply ©,(73x) . 

The diffusion equation determining ©,(%3x) can be obtained from (32) 
by differentiation: we get thus 


SAH 5x) = oF sx) + f | OG.G'sE) SUH sx—€) dE aH (47) 
O ¥’ 


with 
a(% 3x) = | —B.8' sx) A(B'sS)) a3" (48) 
and 7 
18.8 32) =f oB.8's2) VOB". F) ad" (49) 
). 
with 


VOSS) = WSF) + Lv J WAS" FB") dR’ (50) 


y>1 _3¥—1 


W) is the probability density for a collision where at least one secondary 
(possibly the primary) around %' emerges. 

Equation (47) governs the change of the average number of particles in an 
arbitrarily defined interval S; as function of x. The coefficients a and b can be 
derived from the collision probabilities and the non-collision function 9. 

§ 20. To derive formulae which can be used for numerical computation 
we have to separate the dependence of ©, on the components FE, t, A,Z of e- 
In the non-collision function as given in (43) the dependence on A and Z appears 
already separated from that on E (both factors depend explicitely on x and #). 
( The collision cross-section W(%,%) depends apart from F and F’ on the 
difference A — A’. Further, as no sudden change of Z can arise as the effect 
of a catastrophic collision, we may write in general for the form of the cross- 
section 


WO(%,%') = WO(F,F’,A — A’) (Z—Z'). (51) 


The Laplace transform of W with respect to the parameters A and Z of the 
primary can be written 


Lyv{ WO(F 38) } = Ly WF, FP’) ¥ exp (— uA’— v2’), (52) 


where we have written 
+co 


Ly {WORF} = | WOFFA’) exp(— 4A") dA". (53) 


4* 
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In particular we may use the notation 


L,{ W(F,F’) }= WFP’). (54) 


| 
| 
; 
The latter is the collision cross-section, averaged over all angles of emission. 

§ 21. So as to separate the dependence on the variables 4 and Z we take 


the Laplace transform (47) with respect to 4 and Z. Thus interchanging suitably . 
the order of integrations, we consider the following equation 


Luv { S,( Fx) } = Lyf a( Fx) }+ fae | Luv{O(F3 8 3€) SG sx — 8) a&, 
0 § (55) 


where we have used for the Laplace transform as before the notation 


aoe ; 
Luv{ S(F.2)} = ff exp(—uA—vZ) GHs2) dd dZ (56) 


—co —co 


and similar notation for other functions. The essential of this notation is that 
we write after the L the transformation parameters of all the transformed 
variables and write down inside the bracket all the variables which have not 
been transformed. 

It is an essential feature of our procedure that we take Laplace transforms 
with respect to the parameters of the primary, and keep S; fixed. This procedure 
leads to mathematically simpler expressions than transform 
to final values. 

The Laplace transform of a can be evaluated as follows ; applying the 
transformation on both sides of (48) we have with help of (43) and (44) 


Luv { a($ 3x) \= 


o( Fx) | &(Fex) — F’) Lu ve {vo() } exp {— (tu — vx) A’ — v2’ a(S" 3S) dX’. 
we 


ations with respect 


The integration into F amounts to replacing F’ by F(x) ; the integrations into 


A’ and Z’ lead to the Laplace transform of the discontinuous function A. 
Thus we have 


Luv {a(§,x)} = 9( Fe Ly_yey { po(x) } *Ly—vxv{ A( F(x, S)) }. 


We assume now that the interval S, is ve 
A’ and Z’. Thus we specialize the interval S,so that it should contain only values 
| A’| <1/,AA and Z'| </, AZ, i. e. only directions nearly parallel to the x-axis 


and particles moving nearly along the x-axis. Thu s, provided we neglect higher 
order terms of AA and AZ, we find 


ry narrow with respect to the variables 


Luv{ A( Fa, 8) } = A( Fa, S) 4A AZ, 
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ind the complete expression for the transform is 
Ly» { a( F,x)} = o( F,x) Ly —vxwv { (x) } 4( Feo, 8) 44 ZZ. (57) 


The second term of (55) can be worked out similarly. 
Applying a transformation L,,, with respect to A and Z to (49), we find 
with help of (43) 


un {O(Ft8’ sx) } = | Luv { (Fs "sx)} WG") dB" = 
3. 


= 9(F,x) Lu —vx { pol) }{ (Fa — F") exp{ —(u— vx) A”—v2"}. 
. 


< WO LG an dy” ¥ 
With help of (52) we get further 
Luv{ b(F’ sx) }= 
=9( F,x) Ly_vx,v { polx) } «Lyx {WO (Foo, F’) } exp{ — (u— vx) A’ — vZ'* 


Introducing the latter expression into (53) we obtain with help of (57) for the 
transformed equation : 


Lup { ©,(F, x) } = 9(F,x) Ly +vx,v { po(x) } A( F(x), S;) AA AZ + 


+ | dg | (FE) Lu sven { vol€) } Lu seg {WOR EF}. 
ii sn . Lyave vf G(Fx— 6) dF’. (58) 


The coefficients in the above equation can be expressed in terms of the collision 
cross-sections, thus this equation is suitable to determine the Laplace transform 
of ©, by means of step by step integration into x. 

To derive from (58) well known formulae we divide the equation by 
AA AZ and introduce 


G,( 3x)/AA AZ = 3,(F,x). 


‘The latter function expresses the density of particles around A’ = Z' = 0> 
‘eaused by primaries incident in directions A and with displacement Z. 

The diffusion equation for the average number of particles can be written, 
if we replace up by w—vx — 
Ly vx,» { 3(F.x) }= 9(F.x) Luv { po(x) } 4( FS) + 


x 


+ Jae ) (FE) Ly —vix—€y,rt pol€) Yop veo | VOF EDF’) ie (59) 
a oF 


: Lu —v(x—#n 3,(F’,x —€) }dF’ : 
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§ 22. We deduce from the above equation a few well-known formula 
1. We put 1 = >= 0 and write 


i 


Tqq { 8;( Fx) } = 3,( Fx) ; ‘ 
since Loo { W(x) } = 1 we find | 
x b 
3,(F x) = p( Fx) A(Foo,S,) + (FE) dé | WORE), F’) 8,(F’,x—£€) dF’. 
0 F’ (60) 
The above equation could have been derived directly from the G-equation (26). 
Equation (60) depends only on two variables F and x and can be integrated 
numerically. In the literature the following cases which are included in (60) | 
are treated in greater detail : | 
No continuous loss, e. g. F(x) = F. 
Total collision cross-section independent of energy. Thus 


WORE) = wo (TF) = 2 wo (Er); 


in the latter case 
gE x) = exp {— a(t) x \ 


_ jf 1, if the primary is inside  S, 
ge \ 0, if the primary is outside S,. 


and 


Multiplying (60) with exp (az), differentiating into x and multiplying after 
differentiation by exp (— a(x), we find thus 


03,(E, t, x) = Bene ag’ , 
43 = — a(t)3,(E, t, x) +2 IO (Sats1) 3, (E’, , x)dE’. (61) 


t=1 


The above equation represents a system of N simultaneous equations which 
we obtain putting t = 1,2,...,N. We get a further simplification by applying 
a Mellin transform with respect to E. 

We write ! 


» : 
My; {3, (t, x)* = f E73, (E, tf x) dE, 
0 
and introduce 


few (€, t’, t) de = a(s, t’, 2). 
d 


+ As we use the Mellin transform with respect to the primary energy, the transform 
exists for negative values of s. In the usual treatment the transform is taken with respect to 
the final energies, and positive values of 5 are considered. 


STUDIES ON THE THEORY OF CASCADES 319 


ie.e} E' 
Pra oe re ats ‘| dE = Ei -1 as. it). 
0 i 


Thus the Mellin transform of (61) can be written 
F) N 
ae M, £3, (t, x)} = Y (— a(0) dv + a(s, 2) M, §3,(t’, x)}. 
tod 


n particular we write down two cases. 
| The nucleon cascade. Neglecting the difference between neutrons and 
rotons we have only one kind of particle ; we can thus drop all the t’s and have 


~ M,{3,(x)} =(—a +a(s)) M.{3,()}, (62) 


| 

| 

where we have written for simplicity 

| a(s) instead of a(s, 1,1). 


From (62) we get (note a = a(0)) 
M; {3, (x)} = M, {3, (0) \ exp ((a(s) — a(0)) x). 
Supposing now that the interval S; contains the particles with energy exceeding 


unity. Then 


| 
| 


2, (E, 0) = 1 for E>1 
| 0 for Ex 1 
and 

M, {8, (0)} = — 


Sgt co 


res = exp {(a(s) —a(0)) x} ds. (63) 


So— co 


S.(E, x) = 


Taking the inverse Mellin transform of (63) we get thus 
Sgt ico 


(Ex) = 55 | 


Sg—ico 


a exp { (a(s)— a (0)) x}ds. (64) 


| 
The latter integral can be evaluated approximately by the saddle point method. 


We find thus the well known approximate parameter representation : 


exp { (a(s) — a (0)) x\ 
ef G+) i 


: 1 
di(S)ier= 
ee 


3,(E,x) = 


with 


x= 


oe 
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Similar expressions are obtained for the electron-photon cascade usin } 
asymptotic cross-sections and neglecting ionization loss. Let us denote with 
t= 1 an electron, and with t=2 a photon. We have then to insert for 
W,(E.t; E,,t,,..., E,,t,) the following values : 


Electron gives rise to a photon : 


WEY; E,.1,F,.2) = W,(E,1 ; F,.2;F,,1) = 
cross-section for the emission of a photon of energy E, by an electron of — 
energy E, so that the electron energy is reduced to E,. 

Photon gives rise to electron pair : 
W,(E,2 ; Ey,1,E,,1) = 
: cross-section of production of a pair by a photon of energy E, where 


one electron receives an energy E, and the other electron an energy E,. 
We have thus according to (50) 


W)(E,13E’,1) = 2 [W,(E.13E’,1,E,,2) dE, for t=1,1' =1. 
W(E,1E',2) = 2 |W,(E,13E,,1,E’,2) dE, for t = 1,1 =2. 


W(E,t:E’1') = , 
W)(E,2 ;E’,1) = 2 | W,{E,2 ;E’,1,E,,1) dE, for t = 2,1’ =1. 
W®(E,2 ;E’,2) = 0 for t= 2,t' = 2. 
(66) 


The cross-section for t = t’ = 2 is zero, since no process’ where a photon gives 
rise to another photon occurs. 

Inserting into (66) the known cross-sections we get the well known re- 
presentation of the average number of particles in. electron-photon cascades 
in the so-called ..approximation A’’. 


Lateral spread 


§ 23. a) Angular spread. Next we consider average spread. On account 
of the symmetry of scattering angles the first derivatives of by yo(x) } and 
also of Lit W(F,F’)\ are zero for 4 = v = 0. Therefore differentiating (53) 
with respect to uw or v inserting afterwards u = v = 0 we get 


W( Fx) = 8 Fx) = 0, 


where 
ok 
UF) = (Sy Euonw 8(F*)}) yg 
a 
8x( Fix) = (- Dy vey { 81( Fx) Yc Jame 
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We get interesting equations for the second derivatives. We have thus with 
help of (42) (we write a,(x,t) instead of as) 


‘Wo Fx) = 9 F.x) o4/x.t) A( Fix),S;) + 


+ | dé fo Fe) { [aslE.t) WORE) F’) + AM FEF) ]-31( Fs 2 — €) + 
0 F’ 


+ W(F(E),F’) U(F’,x— €)} dF’, (67) 
where 


a2 
AE) = (Se In OEP 


is the mean square angular spread in a catastrophic collision. Equation (67) 
is the diffusion equation governing the mean square angular spread in general. 
‘We proceed to specialize, and consider the special solution of (67) under the 
following restrictions : 

1. The angles of emission are negligible, i. e. 


A(F,F’) = 0. 3 


2. No continuous loss, i. e. F(x) = F. 
3. The scattering cross-section is such that 


2 
i x, (see equ. (40)). 


A3(x,t) = 2 


Under those specialized conditions we can write 


9 F,2) = PEP AOA) 5 (7,0) + 


+oB| fexp{—ale) (e— 8} 2 worry 8(F8) ar + 
0 F’ 
+ | f exp{—a(t) (x— 6) } WORF) U(FE) dF" dé. 
O F’ - 


The latter equation can be multiplied by exp (a(x) , differentiated and multi - 


1This approximation is taken as a rule in case of electron-photon cascades. Recently 
Messel and Green [10] have treated the angular spread of nucleon cascades based on the angles 


of emission. 


322 L. JANOSSY 


plied by exp (— ax), we thus get 


CNN E Des 


52 = — a(t) (Fx) + | WO( FF’) UQ( Fx) dF’ + | 


+5 — bet, WRG ) {34 F,0) + feet e) J wr FF’) 3,(F'.€) dF’ dé}. 


With help of (61) we can combine the terms in the curly bracket and bl | 
we get 


Ao( F, x) 


Ox 


= — alt) Ue Fx) + | WORF’) Uy F',2) dF’ + FE F 34( 
Ps 


F,x). (68) 
Equation (68) is the inhomogeneous counterpart to (61) and thus the solution) 
of (68) can be expressed in terms of the solution of (61). Indeed, taking the 
Mellin transforms of (68), we find 


A M.f %e (t,2) } = ( (a(s,t,t’) — Ey.0(t')) Mo U,(t', x) } + 0 2 Mo_of 84( (i 7 

t=1 
4 
The solution of the latter inhomogeneous system of differential equations i 
obtained as 


Me§ %olx,t) } = E fmt (6) Me af aulté )}dé, 


t’=1 


where 8{')(F,x) is a solution of (61) with the following initial condition 


3{ F,0) = 3,°(E.2,0) = 6,702. 


The Mellin transform can be reversed and thus we get the following explic: 
expression : 
é x 


N 
(Ex) = Y | fae epee é) 3(El0. 6) =a ( 
OnE? 


t'=1 


_ ad 


The latter expression was given first by Nordheim. It is interesting to integra’ 
the above equation over x from 0 to infinite and thus to calculate the angula 
spread averaged over all depths. One finds 


co 


f Xa(E.tx) dx = 5 [Fs (Bons ax\ { faEraa) ax\. =. 
0 — 0 


| 
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Displacements 


§ 24. b. So as to obtain the equation governing the mean square spread 
of the shower particles, we have to take the second derivative of (59) with 
respect to v and put w= v=0. We find 


8.( F,x) = 9( F,x) a,(x,t) A(Fix,S,;) + 


+| eo Fé) | VORE),F) Bo F'.x— €) dF’ dé + 
0 yn 


+f oF.E) [ { (aalE.t) (©— €)? + 2as(E.t) (e— €) + ay(€,0)) WORE) PF’) + 
0 Isr: 


+ (x— €)* AM( FE), F’) }3,(F’,x— €) dF" dé. 


The solution of the above equation, in the same approximations as used above 


is found to be 


BE.) = mI fa? (Boexe—e) ser. SS eae. (70 


t=1 0 E 


2. Second moments with respect to u . 


We write for the second. derivative of G 


2 ~-Sk-y- 
(Ean eee 


07u, 


where ©,(F,x) is the mean square number of particles in the interval S, at the 
depth x initiated by a primary of energy E and type t. In considering these 
moments we neglect the transversal spread of the shower. Similarly we may 
write 


02G(F;S*:x; 
ee ee cea 


du! du™ 


where ©,, stands for the average value of the product of the number of particles 
in the intervals S,; and S,,. The correlation between these numbers is expressed by 


K( F,S1,Sm:*) = ©4,( F,S1,Sm>*) a ©,( F.S),x) S,( Ds noX) « 


In the following we shall for the sake of simplicity — where no misunderstanding 
can arise — drop the intervals in the notation, thus write simply 


G,(F.x) and ©,,(F,x). 
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Differentiating the G-equation (26) twice with respect to u, and putting after- d 
wards u = 1 we find 


fe | 


©,(F,x) = | J | (Fé) W)(F(€),F’, F") 6,(F’, x rel £) 6,(F", x—€) dF’ dF" E. 
0 F! Fv + 
+ | | Ure) WOFE,F) E.(F,2x—£) ag dF’, (71) 
0 F’ | 
where 


WO(F FF") = W,{F,F'.F") + (" iy *) J Wyo FoF, F" 3%) dS. 
Si 


v>0 


The above equation can be solved by numerical integration, provided the first 
moments are already known. The solution can be written down explicitly for _ 
the homogeneous equation without continuous loss. Indeed, let us assume 


F(x) = F, o(F.x) = exp (— at) x). (72) — 


: ee eee ne OF 
WAF.F VF) == u(p, Bott's ). (73) 


From (72) it follows that we can use instead of (26) equation (27). Thus we can 

write 

) Ua iv us 

jx Cal Fx) + a(t) So( Fx) = | VORP) ©, F’,x) dF’ + Q(F,x), 
F’ (74) 

where 

Q(F.x) = | [W@(F,F,F") S(F',x) G(F",2) dF’ dF". (75) 

FF’ 

We see that the above equation is the inhomogeneous counterpart to the homo- 

geneous equation governing the change of ©,(F,x) . The inhomogeneous term 

contains the first moment, thus the second moment can be evaluated once the 

first order moment is known. It can be easily seen that similarly the n’th moments 

can be derived in terms of the moments of degrees smaller than n. 

The Mellin transform of (74) can be written 


N 
(& + a(t) M.{ ©.(t.x)}= J) a(s,t,t’) M.{ S,(t’,x) }+ Me Q(t,x) }. 


t’=1 


The solution of the above equation is obtained in the usual way, we find 


Nig 50 
M.{ G,(t,x)}= Y ' Mg{ S(t,t',x— €)} Mg{ Q(t',€)}dé, (76) 
. 0 


: 
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where €,(t,t’,x—£) refers to that solution of the homogeneous equation (71), 
which fulfils the initial condition 


ee pl. ithe 
Ab ae Waar are ee 
Thus 6,(E,t,t’,x) is the solution, where 

6,(E,t,t'.x = 0) = 6'E — 1) Sy. 


We may apply the reverse Mellin transfor1a to (76): we get 


IN@ OES E 7 
G(x) = | ae J 6, (F.tH'.2—€) Q(E’,t’.€) a d 
0 0 


t’=1 


g. (77) 


Finally with help of the definitions of Q we get an interesting explcit expression 


| for the second moment, namely 


©,(E,t,x) = 
| de i j fe (F.tt,2—€) WOE, 5E",8" 5B") 


PT dd 
G,(E" 4",£) G(E", 0,8) 

E! 
The latter expression is of an interesting form, it is however not suitable for 
actual numerical computation. 

Useful formulae for computation are obtained by introducing expressions 
for the first moments into (76) and working out its inverse Mellin transform 
by means of saddle point integration. The rather tedious calculations have 
been carried out by various authors. 


Appendix 


In the following we reproduce a few numerical results obtained and com- 
municated previously. The results here reproduced all refer to the so-called 
»approximation A” of the theory of electron-photon cascades. 

The approximation considers only collision radiation of electrons and 
emission of electron pairs by photons. 

The respective cross-sections are as follows. Cross-section for the production 


~of a photon, whose energy is in the interval FE’, E’ + dE’, by a primary electron 


of energy E along a path dx 
E'dE' dx . 


es 78 
FE? C(Z) on 


2W,(E,1;E’,2,E — E’,1) = H(E,E’) 
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similarly the cross-section for the production of a pair of electrons by a photon 
of energy E along a path dx, where one of the electrons has an energy in the 
interval E’,E’ + dE’ is given by 

dx 


: dE’ 
2W,(E,2 ;E’,1,E — E’,1) = 2H(E’,E) —.- ' (79) 
E .C(Z) 
where 
, 4 E FE? 
H(E.E) =1—(5 + 6) (5 — ga) 
A E (taken to be = 0,0246 in the course of calculation), 


i. 9 log 183 Z—1/3 


1/C(Z) = r? In (183 Z—13), 


ANZ? 
L: 
Ty) = e?/m,c* classical electron radius 
= 2,8-10-48 cm, 
N is the number of atoms per cc of absorber and Z its 
atomic number. 
C(Z) is the so-called cascade-unit. 
The cross-sections (78) and (79) are the so-called asymptotic cross-sections 


valid for 
E(E — E')/E’ > 137 mec? Z—1, 


From the above cross-sections the equations for the Mellin transforms 
of the average numbers can be derived (see equ. (61) for the general case. (64) 
and (65) give-similar expressions for N = 1, and (67) for N = 2, applying in 
the case of electron-photon cascades). The specific difficulty in the treatment 
of the electron-photon cascade is that the cross-section for the emission of 
photons diverges for small E’; this difficulty can be overcome by a limiting 
procedure ; it can be shown that cutting off the cross-section at small energies 
one obtains results which converge towards a definite limit, when the cutting 
off energy is made to decrease indefinitely. 

One finds thus (see for details e. g. [2], p. 213) 


Sptico 
ee a a,— D pa ds 
Qle¢) = a ne (=a exp (0) + a exp (—an0) ) 5 (80) 
Ioginaas Cc ds 
P(eC = a i) gs-l ra 7, (OP (— a,¢) — exp (a,)) amare (81) 


where Q(e,¢) is the average number of electrons at a depth ¢ cascade units 
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with energies > €E given rise to by a primary electron of energy E . Similarly 
P(e,c) is the average number of photons with energies exceeding eH given 
rise to in a similar way. And 


4 1 1 *d 
A= (5 ate a} (P(s) — ¥(1)) aaamats ee aye ¥(s) ie yee log (s!), 
1 4 1 
| Par (5— (5 + 26) aioe 
1 4 1 
| Peasants Sa 
ee OL 
oe 
a, a, are the solutions of 
| A—a Be Ses. 
| | S D—a\ e. 


| ‘ 
Finally, C= <x/C(Z) the depth in cascade units. log,,Q and log,,P computed 
from (80) and (81) by means of saddle point integration are shown in Fig. 3 
and Fig. 4 (taken from [2], p. 397 and 398). 

With the same approximation as above the straggle of particles at a fixed 
depth can be evaluated. In Fig. 5 (compare [7]) we have plotted 


oA 


against € 
nty7 

| 
for different energies. 7 is the average number of electrons with energy > cE, 


given rise to by a primary electron of energy E at a depth ¢. Further 


aad 
o@3) — p2— n° — n. 


For a Poisson distribution a!) — 0. 


Fig. 5 shows that, provided the energies considered are not too near the 
|primary energy, the fluctuation has a minimum at a certain depth Cy, there 
‘the fluctuation has the same order of magnitude as that of the Poisson 
distribution, while at greater or at smaller depth the fluctuation exceeds the 
|Poisson fluctuation. 

In Fig. 6 we have plotted 


Sota) 


against C, 
nm+n : 
where m is the average number of photons and 


a3, = nm — nm 
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Fig. 5. Standard deviation. The coefficient o(1»)» Nin? +n n for fixed energies ;- 
—loge = 1, 2, 3, 4, 5, 6 and 8. € is the depth in cascade units. 
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Fig. 6. Correlation coefficient. The coefficient melts 1, 2) (mn m+n) for fixed energies; 
—log « =1, 2, 3, 4 and 5. Cis the depth in cascade units. 
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the correlation coefficient between electrons and photons in a cascade. The 
‘relation is zero at C, and for smaller and larger depths it is positive ; except 
high energies and small depths where it is negative. 
_ Comparison of Figs. 3 and 4 with Figs. 5 and 6 shows that the depth Cy 
which the second moments show a minimum coincides with the maximum 
the corresponding first moments. 

The interpretation of the second moments is given in my paper [7]. 
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. 7. Lateral spread of showers for ¢ = 25,14, as function of energy. Corresponding values 
of log Q are also shown. 


In Fig. 7 we have reproduced the mean square spread of electrons in a 
ower taken from [5]. (Compare also [4].) The calculation is based on ”ap- 
»ximation A” and further the spread caused by the angles of emissions are 
glected. Thus we have considered only the effects of elastic scattering of the 
ctrons in the atmosphere. Further the change of air density with depth 
also neglected. The scattering is thus determined from a formula equivalent 
(70) of this paper. 

In this approximation the mean mane spread of particles of energy > E 
given by 


2 
B2(Ey,. 0) = <Z*?> = A? (2) cascade units, E, = 2x10? eV. 


2 | 
| 
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A, as function of energy and depth ¢ is shown in Fig. 7 for ¢ = 14 and € = 25, | 
and also in Fig. 8 for different energies and depths. Both in Fig. 7 and Fig. 8 
we have also plotted the number of particles which are subject to the spread 
determined by 4A,. 
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Fig. 8. The lateral spread of air showers. Straight lines give the location of constant 
spread in the log (E)/E)-¢ - plane. Lines of constant shiower size (Q = 1, 102, 104, 108) 
are also shown. 
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UBER EIN ANALYTISCHES NAHERUNGSVERFAHREN 
‘ZUR BESTIMMUNG DER EIGENFUNKTIONEN UND 
-ENERGIEEIGENWERTE VON ATOMELEKTRONEN II. 
-BERECHNUNG DER HOHEREN ENERGIEZUSTANDE. 
| DIE ELEKTRONENSTRUKTUR DES Se-ATOMS 
Von 

| R. GASPAR und P. GOMBAS 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 

(Eingegangen: 28. IX. 1952.) 


Es wird das im Teil I dieser Arbeit zur Bestimmung von Eigenfunktionen und Energie- 
| eigenwerten der in den tiefsten s-, p-, d-,... Zustaénden gebundenen Atomelektronen ausge- 
| arbeitete Verfahren mit Zuhilfenahme der in einer vorangehenden Arbeit gegebenen statistischen 
| Formulierung des Besetzungsverbotes vollbesetzter Elektronenzustinde zur Berechnung von 
hoheren Energiezustinden der Atomelektronen erweitert. Das Verfahren wird zur Bestimmung 
| der Eigenfunktionen und Energieeigenwerte der Elektronen des Se-Atoms angewendet. 


Einleitung 


Fiir die Theorie der Festkérper ist es wesentlich, die Elektronenstruktur 
der Atome zu kennen, aus denen der feste Kérper aufgebaut ist. In einer voran- 
gehenden Arbeit [1] konnte einer der Verfasser (R. Gdspdr) zeigen, dass man 
aus den mit Hilfe der Methode des self-consistent field fiir neutrale Atome 
bestimmten Atompotentialen mittels einer einfachen Transformation die Atom- 
potentiale fiir simtliche Atome des periodischen Systems berechnen kann. 
Von diesem Grundgedanken ausgehend konnte die Lésung der sich auf die 
einzelnen Elektronen des Atoms beziehenden Schrédinger-Gleichung mit einer 
sehr einfachen Methode bestimmt werden, die aber in der dort entwickelten 
Form nur zur Berechnung der tiefsten s-, p-, d-, f-... Zustande des Atoms 
geéignet ist, da sie die Behandlung nur solcher Eigenfunktionen erméglichte, 
deren radialer Teil keine Knoten aufweist. Wenn man auch Elektronenzustinde 
mit héherer radialer Quantenzahl behandeln will, so muss man die Methode 
erweitern. Dies kann in einer sehr einfachen Weise dadurch geschehen, dass 
man auch hier das von einem der Verfasser (P. Gombds) ineiner vorangehen- 
den Arbeit [2] hergeleitete modifizierte Potential einfiihrt, wodurch man der 
Orthogonalisierung der Eigenfunktionen der héheren Elektronenzustande auf 
die der tieferen enthoben wird, was bedeutet, dass man auch fir die héhcren 
Elektronenzustande mit radialen Eigenfunktionen rechnen kann, die keine Kno- 
ten besitzen. Dies bedeutet — wie wir sehen werden — eine sehr grosse Verein- 
fachung. 

Als erste Anwendung dieser erweiterten Methode haben wir Berechnungen 
fiir das Se-Atom durchgefihrt, das sowohl vom rein theoretischen wie vom 
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praktischen Standpunkt aus betrachtet von Interesse ist. Auf Grund dieser 
Berechnungen bietet sich die Méglichkeit auch fir das Se im festen Zustand 
Berechnungen durchzufiihren, was bisher nicht méglich war, da fir das 
Se-Atom Berechnungen mit der Methode des self-consistent field nicht vor- 
handen sind. 

Das Se-Atom ist in die 6-te Kolonne des periodischen Systems eingereiht 
und besitzt die folgende Elektronenstruktur : 


(1s)? (2s)? (2p)® (3s)? (3p)° (3d)1° (4)? (4p)*. 


Die ausserste Elektronenschale des Se-Atoms zeigt eine ahnliche Struktur, wie 

die ausserste Elektronenschale des in der selben Kolonne stehenden Sauerstoff-_ 
Atoms. Beiden ist gemein, dass aus der edelgasahnlichen Achterschale (ns)? (np)®* 
zwei np Elektronen fehlen. Sie neigen deshalb, durch Aufnahme zweier Elektro- 

nen, zur Bildung zweifacher negativer Ionen, deren Stabilitat aber nicht so 
gross ist, wie die der entsprechenden negativen Halogenionen, im Falle des” 
Se wie die des Br-Ions. Erwahnenswert ist, dass das Se dasjenige Element mit 
kleinster Ordnungszah] der Sauerstoffgruppe ist, das eine abgeschlossene 

d-Elektronen-schale und zwar eine abgeschlossene 3d-Schale besitzt. 


Die Bestimmung des effektiven Potentials 


Das Potential eines neutralen Atoms mit der Ordnungszahl Z kann — wie 
in [1] gezeigt wurde — in guter Naherung in der Form 
e —Aox 
Vas Zp Ze, oe (1) 
r PS Fe > 
geschrieben werden, wo A, = 0,1837 und A, = 1,05 dimensionslose Konstanten 
sind ; weiterhin bezeichnet e die positive Elementarladung, Z,e die effektive 
Kernladung des Atoms und r die Entfernung vom Kern. x bedeutet eine zu r 
proportionale Grésse und zwar ist 


x= (2) 
I fod 
mit 
1 (90?)1/8 0,8853a, 
= — |[- eee 3): 
M4 Lee) 29 ns? (3) 


Wo a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. Wie aus (1) zu sehen 
ist, wird das Potential am Ort des Kerns wie Ze/r unendlich, und verschwindet 
fiir r-co wie e—Aox/x2, 


|. 
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UBER EIN ANALYTISCHES NAHERUNGSVERFAHREN ZUR BESTIMMUNG DER EIGENFUNKTIONEN Son 
UND ENERGIEEIGENWERTE VON ATOMELEKTRONEN 


Die Lisung der Einelektron-Schrédinger-Gleichung mit ‘dem Potential (1) 
ist im allgemeinen eine komplizierte Sache. Fir den Fall aber, dass die radiale 
Eigenfunktionen keine Knoten besitzen, d. h. fir den Fall der tiefsten s-, p-, 
d-, f-,... Zustande kann eine brauchbare Naherungslésung der Schrédinger- 
Gleichung sehr einfach hergeleitet und die Energieeigenwerte mit hinreichender 


Genauigkeit bestimmt werden. Die Berechnung der héheren Zustande mit 


Eigenfunktionen deren radialer Teil keine Knoten aufweist, kann aber nicht 
ohne weiteres geschehen, denn diese Eigenfunktionen sind auf die der tiefer 


liegenden Zustande nicht orthogonal, was zur Folge haben wiirde, dass die 
Elektronen des Atoms in die tiefstmdglichen Zustande hinabstiirzen. Dies 


wiirde eine Verletzung des Pauli-Verbots bedeuten. Diese Schwierigkeiten kann 
man umgehen, wenn man statt dem elektrostatischen Potential V das schon 
eingangs erwahnte modifizierte Potential einfihrt. 

Wie in einer vorangehenden Arbeit gezeigt wurde [2], hat dieses modi- 
fizierte Potential Vinoq folgende Gestalt 


Vd fe (4) 


wo V das durch (1) definierte elektrostatische Potential und G, ein Zusatz- 
potential bedeutet, das fiir ein Elektron mit der Nebenquantenzahl / das 
Paulische Besetzungsverbot, d. h. die Orthogonalisierung der Eigenfunktion 
auf die der tiefer liegenden Zustande ersetzt. Wie in der eben zitierten Arbeit 


- gezeigt wurde, hat G, folgende Gestalt 


Ted, D? 1 eay (5) 


Seah: DX Ve Gayrte 


G,= 


wo D, die radiale Elektronendichte all’ der Elektronen mit der Nebenquanten- 
zahl 1 bedeutet, deren Energie tiefer liegt, als die des in Betracht gezogenen 
Elektrons. So bedeutet z. B. beim Se-Atom im Falle des 3s-Elektrons D, die 
Summe der radialen Elektronendichten der beiden 1s- und der beiden 2s-Elektro- 
nen und im Falle des 3p-Elektrons die radiale Elektronendichte der sechs 
2p-Elektronen. Fiir die tiefsten s-, p-, d-, f-, ... Zustande,d. h. fiir die Zustande 
1s, 2p, 3d, 4f, ...,ist G, 0 zu setzen, wodurch der Ubergang in die exakte 
wellenmechanische Behandlungsweise garantiert wird. 

Durch das Einfithren des modifizierten Potentials (4) kann man hinsichtlich 
der Orthogonalisierung der Eigenfunktionen so verfahren, als ob die tiefer 
liegenden Elektronenzustande gar nicht existierten, was bedeutet, dass man die 
Orthogonalitatsbedingungen der Eigenfunktion auf die tiefer liegenden Zustande 
mit gleicher Nebenquantenzahl einfach fallen lassen kann und im modifizierten 
Potential (4) den energetisch absolut tiefsten Zustand zu bestimmen hat. 
Dementsprechend werden sich fiir die Eigenfunktionen knotenpunktfreie 
Funktionen vom Slaterschen Typ ergeben. 
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Wenn wir mit R;, die auf 1 normierte radiale Eigenfunktion mit der 


Hauptquantenzahl i und der Nebenquantenzahl | bezeichnen, so erhalt man 


fiir den Fall, dass das in Betracht gezogene Elektron in einem Zustand mit der 
Hauptquantenzahl n unterzubringen ist 


n—1 
D, = 2(21+ 1) 4acr?_ )” Ri. (6) 


i=I+1 


Nach Einsetzen dieses Ausdruckes und des Ausdruckes (1) far V in (4) folgt 


=f 2 
Ze eAor/p i # - 1 edy 
Vinod = ae Ce eae 824 eagr 2 Ri, en ey (7) 
i= 


Abschliessend sei noch erwahnt, dass anschaulich der wesentliche Unter- 
schied zwischen dem modifizierten und elektrostatischen Potential darin besteht, 
dass beim modifizierten Potential bei einer Annaherung an den Kern das Elektron 
durch ein starkes Anwachsen der potentiellen Energie daran gehindert wird, 
in energetisch tiefer liegende Quantenzustande hinabzustiirzen, wahrend im Falle 
des elektrostatischen Potentials die potentielle Energie des Elektrons bei einer 
Anndherung an den Kern monoton sinkt, und das Elektron durch die Orthogona- 
litatsforderung der Eigenfunktion auf die tiefer liegenden Zustande an dem 
Herabstiirzen in diese gehindert wird. 


Das Néherungsverfahren zur Berechnung von Elektronenzustinden in Atomen 


_In unseren Naherungsverfahren bauen wir die Eigenfunktion eines Atoms 
mit mehreren Elektronen aus den Eigenfunktionen der Einelektronzustande auf. 
Wir sehen vom Elektronenaustausch zunachst ab, d. h. wir setzen die Kigen- 
funktion des Atoms als ein einfaches Produkt der Eigenfunktionen der einzelnen 
Elektronen an. Ganz ahnlich wie in der Methode des self-consistent field ge- 
brauchen wir auch hier die Naherung, dass sich die einzelnen Elektronen von 
einander unabhangig in einem von dem Kern und den ibrigen Elektronen 
resultierenden mittleren Potential bewegen. Dieses mittlere Potential wird als 
kugelsymmetrisch angenommen und ergibt sich, wenn man iiber den winkel- 
abhangigen Anteil hinwegmittelt. Es wird also angenommen, dass sich die 
einzelnen Elektronen in einem mittleren kugelsymmetrischen Potential bewegen. 


Gemiss diesen Voraussetzungen kann man die Eigenfunktion der einzelnen 
Elektronen in der Form 


“yp = R(r) Yim (8,9) : (8) 
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larstellen, wo R(r) den radialen Anteil und Y,, die Kugelflachenfunktion in 
der tblichen Bezeichnung bedeutet. 

} Den radialen Teil der Eigenfunktion R(r) bestimmen wir aus der Schré- 
dinger-Gleichung 


ai 


Ul + 1) e? 
aa ea, [2(e we 6 Vieisdy ans UL + 1) ePay 


- | f=9, (9) 


r 
| 
‘wo f=1R(r) ist. Diese Gleichung unterscheidet sich von der ublichen Schré- 
dinger-Gleichung dadurch, dass in (9) statt dem elektrostatischen Potential 
das modifizierte Potential Vinog steht. 
| Im Zusammenhang mit der Lésung der Gleichung sei noch folgendes 
‘bemerkt. Das auf ein Elektron in einem vorgegebenen Quantenzustand wirkende 
modifizierte Potential enthalt auch die Eigenfunktionen, bzw. die W ahrschein- 
lichkeitsdichten aller Elektronen mit derselben Nebenquantenzahl aber kleinerer 
Hauptquantenzahl. Auf den ersten Blick hin scheint es deshalb, dass man bei 
der Bestimmung der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronenzustande eine 
Berechnung von der Art eines self-consistent field durchzufiithren hat. Dies erweist 
sich jedoch als iiberfliissig. Man muss hierzu nur in der Weise vorgehen, dass 
man bei der Bestimmung der Elektronenzustande des Atoms fiir eine fixe 
Nebenquantenzahl mit dem zu dieser Nebenquantenzahl gehérenden energetisch 
_tiefsten Zustand beginnt und sukzessive zur Bestimmung der héheren Zustande 
_aibergeht. Das modifizierte Potential fiir einen vorgegebenen Zustand enthalt 
namlich immer nur die Wahrscheinlichkeitsdichten der tieferen Zustande, die 
man aus den vorangehenden Schritten des Verfahrens schon kennt ; fir den 
tiefsten Zustand bei vorgegebener Nebenquantenzahl geht Vjnoq in das elektro- 
statische Potential tiber, das in unserer Naherung die Wahrscheinlichkeits- 
dichten, bzw. die Eigenfunktionen der iibrigen Elektronenzustande explizite 
nicht enthalt. 

Die Schrédinger-Gleichung (9) lésen wir mit Hilfe einer Methode von 
Rasetti [3], die wir auch in [1] angewendet haben. Da die Berechnungen weit- 
gehend parallel zu [1] verlaufen,kénnen wir uns im folgenden mit einer kurzen 
Zusammenfassung der Methode begniigen und beziiglich der Details auf [1] ver- 
weisen. 

Das Wesentliche der Methode von Rasetti besteht kurz im Folgenden. 
Das in die Gleichung (9) eingehende Potential V,,.q approximieren wir durch 
den einfachen Ausdruck 


Zte _ 1 Keay ma xo (10) 


Viod=—t+s5 
mn r 2 sy e 


in welchem die Konstanten Z*, A und % auf die weiter unten angegebene Weise 
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bestimmt werden. Fiir dieses einfache Potential lasst sich die Gleichung (9) 
exakt lésen. Mit dem Ansatz 


f= Are", (11) 
in dem A einen Normierungsfaktor bezeichnet, folgt aus (9) sofort 


n* =35{ [l—4a 4 40 + P2413, 
Pihee 


Y= Ta,” (12) 
Eel eo fal a See ba ZF @ 
és g ¥ &% xo > D) (=) ay Xo- 


Wenn also die Konstanten Z*, A und y, im Ausdruck von Vijoq bekannt 
sind, so lassen sich die Eigenfunktion und der Energieeigenwert fiirdas Naherungs- 
potential V‘,,.q berechnen. Diese Konstanten werden aus der Forderung be- 
stimmt, dass bei dem Wert von r, bei dem die radiale Dichteverteilung 4ar°R? 
ihr Maximum aufweist, die Funktionen Vinog und Vijoqg sowie ihre ersten und 
zweiten Ableitungen iibereinstimmen. Auf diese Weise kann man die Konstanten 
ermitteln, und erhalt so eine erste Naherung fiir die Energieterme. 

Eine zweite Naherung erhalt man durch die Korrektion des Fehlers, 
der daraus entsteht, dass der Energieeigenwert mit dem Potential Vj,og statt 
mit dem Potential V,0q bestimmt wurde. Das entsprechende Korrektionsglied 
von e erhalt man, wenn man VW’ moqg— Vmoq als Stérungsfunktion betrachtet 
und mit dieser die wellenmechanische Stérungsenergie erster Ordnung berechnet. 

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten Z*, A und x, lauten 


Nay = Zu filem) + Onlrm) a> (13) 
Z*rm = Zufzelem) + Pzelrm) 9» (14) 
Xo = ¢Vnod tn) — = [Zu fax + 5fr) + (ze + 5 Pa) Ao], 
wo f, und fz+durch die Gleichungen (17) und (18) aus [1] definiert sind. ©, und 


@7«resultieren aus dem Zusatzpotential G, in Vinoq und haben folgende Be- 
deutung 


O,=— OD, rang+2 e—4¥oFm [4n¥(4n¥ + 1) — By(4ne+ 1) rm + 16y¢rm] — 5 (15) 


na 
Dz = Dy rAret® e—4Volm [4n* (4n* + 2) — By(4n¥ +1,5) rm + 16yerm] (16) 
mit * 
at A toner 
0 
2 [(27) !]? 


In den Formeln (13)—(17) bedeuten yp und n* die durch (11) definierten — 
Parameter desjenigen Elektronenzustandes, dessen Nebenquantenzahl dieselbe 


(17) 
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ist wie die des zu bestimmenden Elektronenzustandes und dessen Hauptquanten- 
zahl um 1 kléiner ist als die des zu bestimmenden Elektronenzustandes. Der 
Radius r,, ist derjenige r-Wert, bei dem die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte 
des Elektrons ihr Maximum aufweist ; x,, hangt mit r,, folgendermassen zu- 
sammen X, —=Tm/u-. Die Gleichungen (15) und (16) sind insofern kompli- 
zierter als die entsprechenden Gleichungen in [1], dass in (15) und (16) A und 
Z*rm nicht nur durch (Zy/ay) = € von der Ordungszahl abhangen, sondern 
in den Gleichungen r,, und x, simultan auftreten, wodurch — wegen des Zu- 
sammenhang x, —T,,/u auftretenden von Z abhangigen Parameters 1. — 
eine weitere Abhangigkeit von Z auftritt. Mit Hilfe des Zusammenhanges 


Tm = n*/y ergibt sich aus den Gleichungen (12)—(17) die folgende Gleichung _ 
eld zet fa) (Ef ze. 2 P ze)? 4- Dear Dy UE £1) 0. (18) 


Nachdem man r,, aus dieser Gleichung bestimmt hat, kann man aus (13) und 
(14) die Parameter Z*, A und y, bestimmen, womit alle Parameter des 
Naherungspotentials bekannt sind. 


Bestimmung der Eigenfunktionen und der Energie 


Nachdem wir die Parameterwerte Z*, A und y, des Hilfspotentials (10) 
bestimmt haben, kann man die Eigenfunktion und Energie sofort feststellen. 
Die Eigenfunktion wird durch n* und y bestimmt, fiir die man die folgenden 
Ausdriicke erhalt 


n* = (Zu fzs/ay + Dzs)'?, (19) 
y= aera ae D z.)1/? (20) 


Fiir die einzelnen Elektronenzustande des Se-Atoms geben wir die Daten der 
Parameter n* und y in der Tabelle 1 an. Zum Vergleich sind auch die mit dem 
halbempirischen Slaterschen Verfahren berechneten entsprechenden Parameter- 
-werte angefiihrt. Hieraus ist zu sehen, dass die Ubereinstimmung der Parameter- 
werte y besonders fur die tiefer liegenden Elektronenzustande gut ist, und zwar 
‘bedeutend besser als im Falle der Parameterwerte n*. 

Mit den in der Tabelle 1 angegebenen Parameterwerten lasst sich die 
Elektronenverteilung des Se-Atoms einfach berechnen. Diese kann als Grund- 
‘lage zu verschiedenen atomphysikalischen Berechnungen dienen. 

Fir die Energie der einzelnen Elektronenzustande erhalt man ganz analog 
zu den Resultaten von [1] hier folgenden Ausdrack 
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Ze? 1 { Dei e‘o*m fz +fa\ 
2 


canrenalibet! Mabadud itn ries 
1 2 n—l % 2 
big — 2(Dz* + Dy) + s2ntrh] Dy Ri rn) beth ; 
rm fava 


TABELLE 1 
Die Werte der Variationsparameter fiir die Elektronenzustande des Se-Atoms 


wahre Hauptquantenzahl 
iz 


5,7293 


10,32 


'n* hier berechnet 
Slater 


y hier berechnet 
Slater 

n* hier berechnet 
Slater 


¥ hier berechnet 
Slater 


s -Elektron 


3,6560 


10,274 


p -Elektron 


n* hier berechnet 
Slater 


y hier berechnet 
Slater 


d -Elektron 


TABELLE 2 
Die Energieterme des Se-Atoms 


Hauptquantenzahl - 
s -Elektron ae ' s6 
p -Elektron — ogs 
d -Elektron eae : 


et 


Die mit dieser Formel berechneten Energiewerte der Elektronenzustande des 
Se-Atoms sind samt den empirischen Resultaten: in der Tabelle 2 zusammen- 
gestellt, wobei zu bemerken ist, dass wir im Falle der empirischen Termdublette 
das algebraische Mittel der beiden Komponenten angegeben haben. Wie aus 


den Daten der Tabelle zu sehen ist, ergibt sich zwischen den theoretischen und 


empirischen Resultaten eine gute Ubereinstimmung. 
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UBER DIE PHYSIKALISCHE WECHSELWIRKUNG 
VON CANCEROGENEN SUBSTANZEN 
MIT KETTENMOLEKULEN 


VON 
Th. NEUGEBAUER 
INSTITUT FUR PHYSIK DER UNIVERSITAT, BUDAPEST 


| (Eingegangen : 27. IX. 1952.) 


Schon von O. Schmidt [1] wurde darauf hingewiesen, dass zwischen der 
in den Benzolringen frei beweglichen) Dichte der z-Elektronen und den 
crebserregenden Eigenschaften von gewissen aromatischen Verbindungen 
sin ganz enger Parallelismus besteht. Weitere Untersuchungen haben es 
Jann bewiesen, dass eine Vergrésserung der z-Elektronendichte durch 
Substitution von basischen Gruppen (z. B. der Aminogruppe) die cancerogenen 
Eigenschaften erhéht, von sduren Gruppen dagegen herabsetzt, oder zum Ver- 
schwinden bringt [2]. 
Andererseits ist es eine bekannte Tatsache, dass kondensierte aromatische 
Verbindungen, wie Benzol, Naphtalin und Anthrazen eine auffallend grosse 
diamagnetische Suszeptibilitat in der Richtung senkrecht zur Ebene der aro- 
matischen Ringe besitzen [3]. Das extremste Beispiel diesbeziiglich ist der 
Graphit, den man sich aus lauter kondensierten Benzolringen aufgebaut denken 
kann, und der senkrecht zur Basisflache eine abnormal grosse diamagnetische 
Suszeptibilitat besitzt. Die erwahnten aromatischen Verbindungen sind zwar 
noch nicht cancerogen, es ist jedoch sehr wahrscheinlich, dass bei den cancero- 
genen Verbindungen dhnliche Verhaltnisse auftreten werden, leider liegen dies- 
beziiglich noch keine experimentellen Untersuchungen vor. Theoretisch wurde 
die diamagnetische Anisotropie von aromatischen Molekiilen von Pauling [4], 
‘London [5] und Mayot, Berthier und Pullman [6] berechnet. — 

Im folgenden wollen wir berechnen, wie gross die van der Waalssche 
‘Wechselwirkung von solchen cancerogenen Molekiilen mit Kettenmolekiilen 
(Polypeptidketten) sein kann. Die bekannte quantenmechanisehe Formel 


W. es , |24(Om) |? |Z_(Or) |? 
the are A iced BURL ed Sak A 
R8 win h{ v(m) + v(n0)} 
fiir die van der Waalssche Energie kann man, wie das vom Verfasser gezeigt 


‘wurde [7], vereinfacht wie folgt schreiben : 


w, = — & 21(00)23(00) (2) 


R® h(v, + 2) 


(1) 
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Fir die diamagnetische Suszeptibilitat erhalten wir dagegen, wenn wir 
mit r die Projektion der Bahnradien der Elektronen auf eine zur Beobachtungs- 
richtung senkrechte Ebene bezeichnen - 


e2 zy 
‘erent a6 @) 


Wenden wir jetzt unsere Formel (2) auf die Berechnung der Weehsel- 
wirkung eines cancerogenen Molekiils mit einem linearen Kettenmolekil an. — 
Der Index 1 soll sich auf das Kettenmolekil, der Index 2 dagegen auf das : 
cancerogene aromatische Molekiil beziehen. Abgesehen von Austauscheffekten — 


ist jedoch e? 5 ~ == 5 z:(00) und das bedeutet, dass die cancerogenen aro- 


matischen Verbindungen wegen ihren sehr grossen diamagnetischen Suszeptibili- 
taten senkrecht zur Ringebene in auffallend starke van der Waalssche Wechsel- 
wirkung mit Kettenmolekiilen treten kénnen. Ubrigens muss die auftretende 
Wechselwirkung noch grésser sein, als die aus unserer vereinfachten Berechnung 
folgende, weil ja (1) unter der Annahme hergeleitet wurde, dass beide in 
Wechselwirkung tretende Gebilde kugelsymmetrisch sind, was jedoch beziiglich 
eines aromatischen Ringes nicht mehr der Fall ist und wie die unmittelbare 
Anschaung zeigt, wird die Anziehung dadurch noch grésser, doch soll auf diese 
Frage an einer anderen Stelle eingegangen werden. 

Sehr wichtig ist jedoch, dass die cancerogenen Molekile immer eine lang- 
gestreckte lineare Form haben und dass ihre aromatischen Ringe immer coplanar 
sind, all dies beginstigt das Auftreten einer starken van der Waalsschen 
Wechselwirkung mit Kettenmolekiilen, und da nach modernen Anschauungen 
der Krebs eine somatische Mutation (von Kérperzellen) sein soll, so liegt die 
Deutung an der Hand, dass die cancerogenen Molekiile infolge ihrer ausnahms- 
weise starken van der Waalsschen Wechselwirkungen in Polypeptidketten 
strukturelle Veranderungen verursachen kénnen, also z. B. in den den Chro- 
monemafaden der Chromosomen aufbauenden Polypeptidketten, und auf diese 
Weise Anlass zu dem Auftreten einer Mutation geben. 

Selbstverstandlich kénnen ausser der betrachteten Wechselwirkung auch 
noch andere eine Rolle spielen, so erstens die héheren Naherungen der van der 
Waalsschen Energie, der Induktionseffekt und Wasserstoffbindungen, fir deren 


Bedeutung, mehrere experimentelle Tatsachen sprechen. 
‘ 
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